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Caleul différentiel et intégral.

4464. — Dans un domaine A du plan de deux variables réelles =, g}, on donne trois familles Fy, Fy, Fy

" de courbes analytiques telles que :

@) Par tout point de A il passe une courbe et une seule de chaque famille (ce qui n’exclut pas Texistence
possible en dehors de A de points par ou il en passe plusieurs); ‘ -
b) Deux courbes appartenant a deux familles différentes ont au plus un point commun dans A.

I. — 4° Montrer qu’on peut toujours représenter les familles F,, F,, F; par des équations de la forme

filz, Y)=ay, falz, y)==a, fi(z, Y=,

et qu’on peut par une transformation analytique biunivoque substituer 3 A un domaine dans lequel F, et F, sont
représentées par des segments paralleles aux axes de coordonnées. De quelle nature est I’équation de la transformée
d’une courbe de Fy? ‘ ]

ARG

%0 Soient C,, Cy, Cq trois courbes arbitraires de F,, Fy, Fy et A un point arbitraive de C;; par A passe
une courbe de F, donton désigne par B le point de rencontre, s'il existe, avee Cy; par B passe une courbe de
¥, dont on désigne par C le point de rencontre, gil existe; avec C,; par C passe une courbe de Fy dont on
désigne par D le point de rencontre, s’il existe, avec C,; par D passe une courbe de ¥, donton désigne par E
le point de rencontre, s’il existe, avec C;; par E passe une courbe de F, dont on désigne par F le point de
rencontre, s'il existe, avec C,. , '

Nous dirons que les familles Fy, Fa; Fy ont la propriété de « fermeture hexagonale » lorsque la courbe de ¥,
qui passe par le point F passe également par le point initial A. e e .

Montrer que, s'il existe des représentalions de Fy, Fy, F.gl vérifiant dans tout le domaine A Pidentité
i@ N+ P+ P=0

la figure ala propriété de fermeture hexagonale. : . ) ‘
Examiner le cas.oii, F, et F, étant transformées en'les paralléles aux axes, les courbes de F; sont les inté-
grales d’une équation différentielle & variables séparées, ’ :

A(@)dz+ By)dy = O{

ol %, supposé uniforme, a un signe eonstant dans le domaine A.

g brsminmnna

35 Lotudier si la propriété de fermeture hexagonale est vérifiée dans les exemples suivants: - o

a) P, Q, R étant trois points non alignés, on prend comme demaine - A Pintérieur du cercle circonscrit au
triangle PQR et pour ¥y, Fs, Fy les faisceaux de cercles ayant pour points de bases-respectifs P et Q, Q, et R,
R et P; o ' , :

) On prend comme domaine A I'intérieur du triangle' PQR et pour Fy, F, Fy les faisceaux de cercles ayant
pour points de Poncelet respectifs P et-Q, Q et R, Ret P; - . o

¢) Le plan étant rapporté a deux axes rectangulaires Oz, Oy, on désigne par y le cercle de centre O et de

‘rayon p- et I'on ‘prend comme domaine A le demi-plan z > o; F, estla famille des droites passant par O,

F, estla famille des droites tangentes & y en un point d’ordonnée posilive, Fj -est la famille des droites tangentes

“a v en un poini d’ordonnée négative.
Y P L ! 8

. — ¢(z, y) étant une fonction analylique arbitraire des-variables et y, on associe & chacune des familles
F; (i=1, 2 ou3) une fonction T:(s) définie par la relation ' '

‘ DG f) o (ofide _dfr e -
_ n@%_LD@MD—X( }

dy dx. - dr Y
ol »; désigne une fonclion des variables z et y. o S, ‘ . =
40 Montrer’ que I’on peut toujours choisir les multiplicateurs %; de sorte que les fonctions-associées & trois
familles arbitraires Fy,.Fy, F, “vérifient ) o ' : e P s
Ty (9) + To(2) + Ty () = 0. N O]
Que deviennent alors les fonctions Ti(p) lorsqu'on effectue sur =z, y {une transformation analytique
biunivoque ? ' : . : ' :

| T, [Ty(9)] — T[Ty(?)]
est indépendante des dérivées secondes de. 9 et que l'on peut trouver des coefficients h(z, ¥) et ho(z, y) tels que
’ Ty(Ty) — To(T) = b - Ty — by - T;. ‘

I Montrer que la fonclion




Que deviennent h, ‘et h2 ‘lorsquon effectuegur: 2, y une transformatlon analytique biunivoque?

3¢ Montrer que si Fy, F;, F, sontAransformables simullanément en trois faisceaux de droites para]leles, on
peut choisir les varlables et les multlphcateurs A de fagon que I'on alt en meme temps que (4), la relahon e
| T(I) —Tp(T)=0. R B ¢

Si, recxproquement les condltlons (4) et (@) sont vemﬁees ona hy==hy=0 et les deux systémes dlfferentlels

) %T(q:)_.d 3'1'(@_0 - o ' L
TL,{)=0, To(w)=1 . IR
sont intégrables. En déduire que F,, Fy, Fy sont alors transformables en faisceaux de drmtes paralleles et ont la

propriété de fermeture hexagonale. - : - , \ SN

Etudier par ce procédé Vexemple suivant: -
. R .~ F, - =z=constante; - .o
' Fo, ©~ °  y=-constante; ;
L Ly __ ) .
F;, ———Z = constante.

. - o e’—}—L - -
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1o Les hypothéses faites permettent, dans le domaine A, dc représenter la famille F, par une
équation fi(z. y)=a,, a, restant constant sur chaque courbe de 'F,; en effet, un point (z, y) de A
détermine, par hypothése, une courbe et une seule de Fi, courbe qui peut étre caractérisée par un

»

.
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certain paramétre a,, fonction univoque de (x, y) dans A; il en est de méme pour chaque famille Fy
ou F;, de sorte que nous avons, pour représenter les familles Iy, Fy, Fy, des équations de la forme

fie, Y=a, [z, Y=ay [ y)=a.
Le changement de variables défini par o .

m ) - Nz =X, filz, =Y _
- transforme les courbes ¥, en une série de segments paralleles a ’axe des Y, et de méme les courbes I,
# et l'axe des X; & un point de A correspond, par hypothése, un seul systeme (X, Y); réciproquement,
4 un point (X, Y) prélevé dans le domaine transformé de A,. correspond une seule courbe de F;, une
seule courbe de F, et ces deux courbes n’ont, par hypothése, quun point commun dans A (si toutefois
elles se coupent): de la sorte, les formules (1) définissent une transformation analytique bimmivoque
_substituant & A un certain domaine A’ ou F,, F, sont représentées par des segments paralleles aux
axes de coordonnées; les courbes F, sont alors des courbes telles que par chaque point de A’ ne passe
qu'une courbe F, et que chaque courbe de I; n'est coupée qu'en uh point au plus par une parallele a
I'un ou l'autre axe. On peut avoir des exemples simples : sur un cercle du plan XOY, prélevons un arc ne
contenant aucune tangente horizontale ni verticale et imprimons & cet arc une translation continue de

direction constante ; le domaine A’ sera une bande indéfinie limitée par deux droites paraliéles,

2° Les hypotheses faites sur les familles F,, F, T, qui” possédent Ta propriété de fermeture
< hexagonale et les explications qui précédent donnent le moyen de transformer la relation identique 'f';.

[z, y)—+ fule, y)+ fi(x, y)=0 en la relation

' X+Y4+(—X—Y)=0, ,
ol F, est représentée par une équation f(x, y)==a, ou X=a,, F, par une équation fi(x, y)=a,
ou Y.=a, et Fy par fi=ay ou —(X~+ Y)==a,;. Dans le domaine A’, ona donc une famille de
segments paralleles & OY, une autre de segments paralleles & OX, une troisieme de segments paralléles
a la seconde bissectrice. 11 suffit de faire la figure pour constater la propriété de fermeture : le moyen

indiqué par la figure consiste a remarquer que, o, B, y étant les sommets du triangle formé par
Ci, Gy, Gj, les trois trianéles couverts de hachures, ABy, CDB, EFa, sont
égaux, car, ayant leurs colés respectivement paralléeles, ils sont semblables
1 : et, d'autre part, AB=8C, D =EF, de sorte qu'ils sont égaux; donc
Ay=FE et AF est parallele & oy. '
Dans le cas ou F,, F, sont transformées en paralleles aux axes:
F,(X==a,), Fo(X==0,), nous avons a étudier le cas ou les courbes de F,.
sont les intégrales d'une équation

Alx) dx -+ Bly) dy =0,

ou %, Supposé unifdrme, a un signe constant dans A; ni A ni B ne
& : y

s’annulent, X———f A(z) dx, Y::f B(y) dy ~ sont des fonctions uniformes
To Yo

et monotones de x ou y respectivement, de sorte que le remplacement des variables (z, y) par les
variables X, Y satisfait aux conditions requises et permet de prendre pour équations de TF,, Fy, I, les

~ équations
X=a, Y = a,, — (X 4+ Y)=a,, 3
qui mettent en €évidence la propriété de fermeture hexagonale'. v
3° a) Nous faisons une inversion de pdle Q et prenons pour axe Oz la droite P'R’, pour Oy la 3
‘médiatrice de P'R’ (P/, R’ sont les transformées de P, R); les équations de F,, F,, F, sont alors ;
.7c—|—l___ah ac—l::a2 ———Qlﬂ—:aq ;
Y y L ateeyri— .

5
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ou I désigne la distance P'O==0R'; le domaine A’ estl'un des deux demi-plans limités par Ox. So

nous posons gl X, 'r'—le, on a
y ’ .
22— 24y =y (XY -+ 1) et -Zgl:X——Y;
les équations transformées sont o
X—Y
X =a, Y%ag, m—{:ag.

Si maintenant nous posons X =tg¥, Y ="tgn, les équations fransformées sont
E==ay, ==, - G0

et la variable % devra varier de 0 & %, n de 0 a % Les conditions de transformation biunc-

voque sont remplies; la propriété de fermeture hexagonale est mise en évidence.

b) La méme inversion donne, dans le méme domaine, les équations
,

2 2 2
] @Dy =2al,  (o— Py =2al, T—i”—)llwﬂi — a,
(L’énoncé limite le domaine primiiif au domaine intérieur au triangle POR; mais on’ peut encore prendze
lintérieur du cercle circonserit au triangle PQR, comme cela résulte de inversion indiquée.)
Si 'on pose (x— 12 +1y>=2IX, (x—1)*+y*=2lY, ona '

2yt l=IX+Y), 2e=X-—Y

et les équations de F;, Fy, Fy deviennent
, . X-4+Y
X:ai, Y == @y, ‘)Z_A—YY =="(3.
Silon pose X==e', Y=1¢e"", ona '
XA4Y et 1
X—Y e —t’

de sorte que les équations de F, Fy, F; peuvent s'écrire
' a;+1 h
L.
as — 1

E=10g Ay = %y, 'ﬂz”—log a2=-a27 E—i—‘q =10g

et la condition de fermeture est réalisée.

c¢) Lafamille F, estreprésentée par -10/; =a,; la famille F,, par xcosa;-+ysindg;—p= 0, avec

0< a,<<=, etlafamille F;, par xcosa,—+y sin gy —p =0, avec 0> a;>—mn. Posons x=rcosw
y=rsinw; les équations en jeu deviennent '

tg w = ay, rcos (o — o) =0p, rcos (0 —ag) = .

La variable r surpasse p; posons don¢ r= . —2«{[, avee 0<<V <—"2E ; ona
% .

008 (0 — @y) == 08 V == cos (0 — ay)
et par conséquent, utilisant les coordonnées polaires, les trois familles sont représentées par les équati
! o =c'", w— V = ¢, w -+ V== c'°,
ol les variables sont o et V: la propriété de fermeture hexagonale est évidente en vertu de
(0 — V)4 (0 + V)= 2= 0.

La définition du domaine et des familles montre que les hypothéses indiquées.en introduction sont réalis¢
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! B
1o Les multiplicateurs vérifient, par définition, les équations

‘ NM—)-M%—}-XS%:O,

0 dx dx 0x

Y22,

oy o %y .

de fagon que Ty(4) -+ Ta(e) + Ta(9) soit identiquement nulle (on entend par la, quelle que soit la

fonction g). Dans le domaine A, les trois déterminants fonetionnels sont différents de zéro, de sorte que

les rapports Aiihaids sont déterminés, uniformes et de signe constant; de plus, aucune des fonctions

Ay hey kg n'est nulle. '
Si I’'on remplace (x, y) par les variables (X, Y), la substitution (%, y; X, Y) étant biunivoque,

on sait que

Do, ) D )D& ¥),
D(X, Y)_ D(z ) DX, )’

il en résulte que les rapports mutuels X : kg i} ne sont pas modifiés ; on doit donc admettre ou que les
Ty) sont restées les mémes (ce qui arrive si l'on a remplacé les multiplicateurs M primitifs par les

nouveaux multiplicateurs % :D, ou D désigne ]I))éi 7{%) ou bien que les T{g) ont été multipliées

par une meéme fonction qui, ou bien sera D si 'on a conservé les mémes multiplicateurs M (en les
exprimant toutelois an moyen de X, Y), ou bien sera une fonction quelconque A si les multiplicateurs
primitifs ont eté eux-mémes multipliés par une méme fonetion. 1l n’y a qu'une question d’opportunité qui
indiquera, pour chaque cas précis, comment on devra opérer; les parties 2° et 3¢ donneront, pour ce point
pricis, des indications complémentaires. ’

2° On a o
oo (228 21 2% - _y, (22D 002,
: Ti(P) =M (by de Ox Oy ’ TQ((P) =" <by dx Oz 0y
1l est clair que Ty(g0) = 9Ty(¥) + VTi(g), Tule -+ ) = Ty(g) = Te(d), car Ty(e) contient les dérivées de ¢
QQ&_[Q, D, le jacobien D9, /). on
D(x, ¥)

sous forme linéaire et homogene. Désignons par D, le jacobien
1 D(z, y)

a alors Ty = 2Ds. (Il est bien entendu que T,(A—+B) n'est pasle produit de T; par A—-B, mais signifie
Vopération T, effectuée sur A+ B.)
T,(Ty) = Ti(0eDy) == Dy T10w) + 1 Ti(Dy),
o /
1oy = (2022 — U2 (2020) o, o 37
y ox  Ox Oy oy dx 0z Oy

_ Ofaq (29\, Do (o) 9&?>_9@ WAY
——byr]'i(bx>+ble<0y bxll(\Oy qu‘(aw>

Finalement, les seuls termes de Ty To(9)] — 15[Ti(y)] qui contiennent les dérivées secondes de ¢ sont -

-fournis par »
e (8 _Vfoq (2N s, [, (2 _Ofiq, (22V ]
M[?)y T (bm) dx T <Oy> | M [bgj T <bm> o Ty (by)

Le produit X}, esten évidence ; en le supprimant, cette expression se réduit a

gfg”(%%’ DTG 1) oG o) P )

3 DG, y) o D ¥ Loy D@y @ by

l!cl
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comme le simple développement des jacobiens le montre. Les termes qm restent sont, en remplacant D,
par -— l‘i(‘o) et D, par. — TZ(@

" 1 AL ofa> 29 (O o\ _ V¢ (bﬂ
L10at) romxw+m[ n(o) = Sim () | = S (3) = o (32)):
Pour trouver A, et h,, il suffit d’ecrire . .
@ b= — LT by, = — T+ b
1 N2
et alors I'expression ) ;
[ <°/>~“‘ G = Lan B () I
oy Ox dy
sera égale & :
(32 Y, (Ve 060 ’
"\oyox dxdy " oydx  dxdy a
quelle que soit la fonction o sil'on a . )
)\2’1 <—é> — )\ l‘ (‘/1) == If Adq bf 1)\29é)
1) 0y 0y oy~ 0y

7%
2Ty (22} — Of‘ — I Ji—- ks O
ox ox
et ces deux équations déterminent f,, /(‘2 puisque le déterminant %UQ est supposé non nul.
Supposons que I'on effectue une transformation analytique biunivoque (x, y; X, Y) et appelons
i(e), Ty(g) les nouvelles valeurs de Ti(s), Ty(o); nous savons que l'on a ‘
Tle)=AaT(e),  Ti(p)=AaTu(y) '
ou A pourra, comme nous lavons vu, étre une fonction arbitraire. On peut aussi supposer que Fon o
conservé les variables x, y et simplement multipli¢ T, par A

Ti(T;) = AT\ [AT,] = A[AT(Ty) + T Ty(A)]
Ti(Tg) — Ty(T7) = 82 Ty(Ts) — To(T)] -+ [AT,(A)]Te — [ATH(A)]T,
= A2<h2T£ — /lsz> - [AT,(A)}TQ — [ATQ(A)}’I‘i
= A(h.T| — h(Ty) + TiT/(A) — TiTo(A). _ -
- T(Ty) — TYTy == hiT] — A/T},
%) hy= Ay —Ty(A),

Par suite, si I'on pose

on a

hy = Ah, —Ty(A).
3° Supposons que F,, Fs, F3 soient transformables simultanément en trois faisceaux de droites
paralleles ; on peut choisir les variables de telle sorte que

Fi = A, F? = Yﬂ F3 =— (X -+ ‘) ;
avec les variables X,'Y on a done

g 0 Jof
T@=—hgh o=tk h=u(fE—- %)

) Y 03X
et I'on doit avoir 3y =2y =1 ; désignons par ) la valeur commune de A, )o, Xg

% 0 dp D2
_ T’(k ox> —* <DY ox T oxey )’
\ O.p O\ O _OEE_
12( bY) =—h (ox oy T axoy>’
[ONRE Q
'F,(Tg) Ty (T) = 0 Oy ar 09

W %
dXoy  “dvex T

A |
X Ty ®
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O\ O)
de sorte que h,__—_*ﬁ, hlz%;

pour avoir A, - hy =0, 1] suffit de prendre % econstant.

Réupmquenmnt supposons que l'on puisse avoir, avec un choix convenable de variables (X, l) et
de multiplicateurs, les relations

Q) Ti(9) + Taog) —+ Ty(p) =0,
Ty(Ty) — Ty(T) == 0.

/
Nous avons expliqué qu'il est inutile de changer de variables: il suffit de multiplier %y, X, A par un
méme facteur A en conservant les variables (x, y) primifives: on a, en effet,

Ti(T2) — T2<Tl> =h,T, — iy Ty,

ot he(w, y), hx, y) sont des fonclions connues de x, z/, en remplacant )y, X, hp par A =4,
M=), M==124, T\, Ty, Ty deviennent des fonctions T}, T, T} et les nouvelles expressions A{, hj
sont données par le> relations

Ry == Ay —Ty(A), B, = Ah, — T;(A).

I’hypothése est done qu’il existe une fonction A vérifiant les deux équations

' | <£ log A) o~ IO > o —hy =1,
©) dy by
O _ (2100 22— ‘
(bx log > oy < og A> hy = 0.

On a ainsi A & un facteur prés de proportionnalité. Remplagons done Xy, Ay, 3y par M = MA, A=A,
S M =244 ot pour ne pas multiplier les notations, supprimons les accents. Les relations (8) sont done sup-
posées vérifiées désormais avec les variables (x, y) et des multiplicateurs Xy, X, A qui ont été judi-
cieusement choisis. Nous effectuons alors le changement de variables

X=f,<x, y>’ Y:fg(x, Z/)-

Nous savous que, si nous éerivons, pour définir avee les variables X, Y les fonctions Ti(s), Tie), Ti(e)
au moyen des multiplicateurs L,, L., Ly définis par

JURYR eS8 0 SN 'e W0 SRR 16 W 08
@ MENDE Y T 0y T D )
o aura @
©) Ti(9) = A, D(X, Y) . Do, f1> D(f o) __ - Ty(g).

D(x, y) D(X, Y) D(w y)

Il est clair alors que TYTi(g)] = T{[Tu(p)] = T\[Ta(5)] et alors Ti[Ti(s)]-—TYTi(¢)] est nulle encore ; il
sera inutile de conserver l'accent dans Ti(¢). Nous avons® puisque f;=YX, fi=Y, en usant des
variables X, Y,

: Dio, X 04 - Dip, Y)
) T =1 Dg;; Y% — L OiY’ To() == Ly D((; ) Lg

e (222

X oY 2YdX

=Is

On a

d . o
(10) Iq"‘{"La CQ:O L2+st—;=O,

"L, Do 2, o 2y
an T,(TQ)E—L,PUB—JrLQi J Ty(T, E_Lg[‘m&ﬂ I ]

Y 2X 0XoY X 0Y 0XoY

ey
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La différence Ty(T,) — Ty(T,) étant identiquement nulle, on a

0L .

, ‘ ofy ofy
9 . . Ole Us o, . =,
(12) » X 0, X 0, ou L, Sx =1 L, S =f

-

cn appelant % une fonction de X scule, + une fonction de Y seule.

Ofs . o <o L Tax = 4% gy, dX 4
X =15y’ de sorte que si 'on pose d){,* E Y= . .on peut éc

bgéi = S—é et par suite f; est une fonetion de (X;+Y,). Cela prouve qu'e les trois familles peuvent
Ay I N

définies par les équations

Par division on a £

X, = constante, - Y, = constante, X, -+ Y, = constante

ef la condition de fermeturc hexagonale est satisfaite. .
Nous avous vu que nous pouvons, au cours de changements successifs de variables indépendantes, n
arranger pour que les fonctions Ti(p), To(¢), Ts(¢) restent inaltérées; or avec les variables X, Y, et

fonctions ,
fi=X fi=Y, fi=—X-+Y)

si on définit Ti(g), Ty(e), Tole) par

b D X) . a DG, YY) de
"(‘*)‘D(x,, YD oy, I?(“’)”D(xi, YY)~ ox,

IO PEELCHED e A NI T I )
S A It A

(13)

1)

ona T(T)—Ty(T)=0 puis .
CNX)=0, TX)=1 et TV =—1.  TY)=0.

de sorte que les fonctions ¢ ¢t o de l'énoncé sont — Y, et X,. On sait done, a priori, que s'il exi
des multiplicateurs X, )y, 23 & choisir convenablement tels que I'expression T,[—Tz(qa)J—~T2[Ti(<p)] ,
identiquement nulle, on pourra trouver deux fonctions { et o satisfaisant aux conditions

- . T@)=1, TW)=0 e Tl)=0 Tye)=1.

Ce caleul de ¢ et w peut étre fait @ priori, car 8'il s'agit de 4, ona $=F(f;) en vertu de To(y) =
puis '

D(\L, fl> ’ a1 dF D(/‘E’,fi)
X =1, t-a-dir TR TR ViR B
"Dz, y) CEREe R M Dia, g)
. e
La condition de compatibilité, sirement réalisée, est que 2, %((;Lé; soit une fonetion de f£i; on a
méme pour o, ' Y » _
\ ’ . D(G, /) - dG D(f, fo)
p == { . g A ——[—2 =1 — v Ag ==1:
w == G(f,) puis 2 Bz, 3) ou a7, A2 D(z, y) 1;

. , . Y S, S . . -
il en résulte que Pexpression i, ;)éf»‘—— {3) est une certaine fonction de f,: cette condition est stirem.
z, Y
réalisée, elle aussi; les fonctions G(/), F(f;) s’obtiennent par une quadrature.
Nous devons remarquer que nous avons fait jouer aux indices 1, 2 un role particulier; les conditi«
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La différence Ty(T3)— Ty(T)) étant identiquement nulle, on a

_ oL S ' of: ofs
9 . Oy Oz O __. PR £
(12) 5 0, 0, ou L, Sx = Ly NG £

»

cn appelant £ une fonction de X seule, + une fonction de Y seule.
ofs ¢ o ’ dX , _dY
M3y de sorte que si 'on pose dX,=—E~, dY,=~= .on peut éc
) . - § m
6%% = %;3 et par suite f; est une fonction de (X, Y,). Cela prouve que les trois familles peuvent
1 i N

définies par les équations

Par division on a E%}%:

X, == constante, - Y, = constante,. X, -+ Y, = constante

ef la condition de fermeturc hexagonale est satisfaite. .

Nous avous vu que nous pouvons, au cours de changements successifs de variables indépendantes, n
arranger pour que les fonctions T,(¢), Ta(g), Ts(g) restent inaltérées; or avee les variables X, Y, el
fonctions

i=X, =Y, fi=— X +-Y)

si on définit Ti(g), Tole), Ty(e) par

’ T(w _-JJQ&}Q___EQ . _M—_—%
13) Vi(e) = D(Xy, Yy) ooy, 1.2(‘?) = D(X,, Yy) = OXi,
Ty(s) == QQ?’_:M:%_._R’ c
TR, Yy Y, e,

ona T(T)—TyT)=0 puis . ;
T(X)=0, T(X)=1 et T(Y)m-—1.  TyY)=0.
de sorte que les fonctions ¢ ¢f o de I'énoncé sont — Y, et X,. On sait done, a priori, que s'il exi

des multiplicateurs 3;, %, % & choisir convenablement tels que P'expression T1[T2(9)J~T2[Ti(<p)] ,
identiquement nulle, on pourra trouver deux fonctions { et o satisfaisant aux conditions

~ ’ ‘ Ti()=1, T2@4> =) et Tl(m) = 0, Tz(w) =1,

Ce caleul de ¢ et w peut étre fait « priori, car 8'il s'agit de by ona y="F(f;) envertude Ty(y)=
puis '

X Dly, 1) _ 1, ¢'est-a-dire i Ay e D f) 1.

'D(x, y) dfy "' Dz, y)
. [
La condition de compatibilité, sirement réalisée, est que ), %%Lﬁg soit une fonction de f;; on a
méme pour o, Y . '
w=G(f}),  puis X DG )y o 4G D/ o)

== ———-)\ . =i;
D(z, y) df ? Dz, y)

. , . Y. L . . .
il en résulte que lexpression 2, ;)g‘ {1)) est une certaine fonction de f,: cette condition est stirem.
z, Y
réalisée, elle aussi; les fonctions i(f}), F(f;) s'obtiennent par une quadrature,
Nous devons remarquer que nous avons fait jouer aux indices 1, 2 un réle particulier ; les conditin
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trouvées doivent pouvoir s’obtenir aussi en faisant jouer aux indices 2, 3 ou 3,1 le méme réle, ce qui
revient & dire que les équations aux différentielles totales

( T,(u)=1, Ti(v) =0, T(w) =10,
(14) Ty(a)=0, . Ty (v) =1, Ty(tw) = —1
? T::(u>=“" 17 . T;;('U)"—:—'l, Tg(’l,l))——- 1,

qui dans chaque groupe se réduisent & deux, forment-trois systémes complétement -intégrables. Comme on
a pour Ay, Ay, A; les valeurs

-

}\1 = ADQ;;, )\2 = AD;;{, )\3 band ADI?y
ou Dy= —gi—) et ou A est une fonction choisie de sorte que T,(1.) — Ty(T)) soit identiquement nulle,

on voit que k,Dig est égale 4 ADy;Dy, oules indices- 1 et 3 jouenl le méme véle; on a done trois
conditions seulement (qui d'ailleurs se réduisent 4 deux, puisqu'il suffit d’avoir u et v): i

(15). ADysDyy = &, ADyDyy =@y, | ADyDy =
ou &, est une fonction de fi(x, y), ¥, de fo(x, y), &, de fa(x J) Ces deux conditions sont d’ailleurs

équivalentes a Ay ==0, Ay=0.
Il n’y a aucune peine 4 appliquer cela & l'exemple proposé:

- P P — Ly
(16) . fi—x, /27—3/7 ﬂl——el_{’_]—)y,
on a sans peine
(o 07 - 0 . et lemdy Dy~
= )\ 9 == = o hand 2 T
an S h=—thoy BFh b=y Wy )
- 2
Z) +_e._g_‘fll_ =0, % __._fl_ e =0,
: (e* -+~ Ly)* y(e" - Ly)®
b)an 0% 0o
Ty) — = — A PR
(18) Tl =TTy = )ibeac “du Dz/
! b)\l [ . . :
Pour obtenir — =90, ~—=2==0, il sulfit de prendre
Ox dy
. )\i=y(l-‘y)2f )\2=e°’, N )\3= ___ye—‘a:(ep_'_Ly‘)'Z'
1 s 2d~I/ v 1 . . ) .
La fonction {(y) est telle que y(Ly) (—H/ =-—1, d'ou &= fy_; la fonction w(x) est telle que
| (3”%:‘;—; =1, d’'ou w==—0"";
on a donc
=1
o _L
Ak e
& »
les équations des trois familles peuvent done s’éerire
. o
eT % == ay, E—g=a2, e'“’/—Ly:: 28

IS
ce qui met en évidence la proprlété de fermeture hexagonale; il n'y a aucune peine a. vérifier les

velations (15).




