
La toupie Tippe-Top

par L.G. Vidiani∗ (éd.), Luc Gauthier et Jean Delsarte

Introduction
En 1952, dans le commerce des jouets, une pe-

tite toupie en plastique faisait fureur chez les enfants
et les adultes d’esprit jeune. Il s’agissait d’une toupie
appelée Tippe-Top, de révolution constituée de deux
parties : l’une est une calotte sphérique d’axe z′z, et
l’autre un cylindre d’axe z′z emmanché perpendicu-
lairement au plan de la calotte sphérique, l’ensemble
formant un seul solide1.

L’originalité de la toupie ainsi formée est qu’une
fois lancée, elle se retourne sur son manche, en conti-
nuant de tourner. Son mouvement fascina même les
deux prix Nobel de physique Pauli et Bohr [2].

Une revue scientifique grand public eut le mal-
heur et l’inconscience de prétendre que cette propriété
ne pouvait se justifier scientifiquement : l’année sui-
vante cette toupie faisait l’objet de la partie V du pro-
blème d’Agrégation de Mécanique rationnelle 1953,
dont l’auteur était Luc Gauthier. Toutes les figures
(énoncé et corrigé) étaient reconstituées en Maple�

par Alain Esculier, que je remercie encore une fois.

Énoncé du problème d’Agrégation
de Mécanique rationnelle 1953

Préliminaires : une toupie pesante, non homogène,
est de révolution, tant au point de vue dynamique
qu’au point de vue géométrique, autour d’un axe z′z.
Sa masse est désignée par m, son poids par mg, son
centre de gravité (situé sur z′z) par G.

Cette toupie évolue au-dessus d’un plan (matériel,
indéfini) horizontal P fixe, avec lequel elle est initia-
lement en contact. À un instant quelconque où elle est
encore en contact avec P, on désigne par H la projec-
tion orthogonale de G sur P, par θ l’angle non orienté

* lg_vidiani@club-internet.fr
1 Un bon dessin valant mieux qu’un long discours, on re-

gardera avec profit les animations disponibles sur les sites
planetmirror ou science.unitn cités en fin d’article.

des demi-droites Gz′, GH (0 ≤ θ ≤ π) et par h(θ) la
distance GH (voir la figure 1).

Figure 1.

La fonction h(θ) est une donnée géométrique ; elle
sera supposée dotée d’un nombre suffisant de dérivées
continues, au moins dans les intervalles où évolue θ.

Quelles propriétés doit avoir h(θ) au voisinage de
θ = 0 pour que la méridienne aboutisse, sur Gz′, en un
sommet S dont la normale soit z′z et dont le centre de
courbure soit rejeté à l’infini ? On dira alors que S est
un méplat.

L’ellipsoïde central d’inertie de la toupie est de ré-
volution autour de z′z : on désigne par A, A,C les mo-
ments principaux d’inertie.

Dans l’étude du mouvement de la toupie, on né-
gligera les frottements de roulement et de pivotement,
ainsi que l’effet ralentisseur dû à la résistance de l’air
et celui de la rotation terrestre. On tiendra compte du
frottement de glissement au contact de la toupie et du
plan horizontal P : on désignera le coefficient de frot-
tement par f .

On sera amené dans la suite à examiner trois cas
particuliers :

1◦ Toupie sphérique.

La toupie est une sphère de centre O, dont le centre
de gravité G est distinct de O. L’axe z′z est orienté
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dans le sens GO. On désigne le rayon de la sphère
par R et l’on pose GO = a, 0 < a < R.

2◦ Toupie à pied circulaire (figure 2).

Figure 2.

La toupie, dont la forme géométrique (de révolu-
tion) n’est pas précisée, est en contact avec le plan
horizontal P par une arête vive qui est un cercle
d’axe z′z, de centre S . L’axe z′z est orienté dans
le sens S G. On désigne le rayon du cercle par r et
l’on pose S G = b.

3◦ Tippe-Top (figure 3).

Figure 3.

Un Tippe-Top est une toupie de révolution consti-
tuée de deux parties : l’une est une calotte sphé-
rique Σ de sommet S et d’axe z′z. L’autre est un
cylindre d’axe z′z emmanché perpendiculairement
au plan de la calotte sphérique, l’ensemble formant
un seul solide.

Le cône circonscrit à la calotte Σ le long de son
parallèle limite passe par le cercle extrême γ du cy-
lindre (figure 3). La sphère limitant la calotte Σ a pour
rayon R et pour centre O. L’axe z′z est orienté dans
le sens S O. On suppose que le centre de gravité G du
Tippe-Top est situé sur le segment OS , entre O et S ,
et l’on pose GO = a, 0 < a < R.

Le rayon du cylindre (rayon de γ) est r et sa lon-
gueur � ; on prendra comme exemple r = R

5 , � = 4R
5 de

sorte que l’angle θ qui correspond aux plans tangents
limites soit défini par l’égalité cos θ = −0, 6.

Étudier la fonction h(θ) dans le cas du Tippe-Top,
ainsi que ses deux premières dérivées.

Pour qu’une toupie qui présente les propriétés
géométriques précédentes soit un Tippe-Top, il est en
outre nécessaire que soient vérifiées certaines inéga-
lités de structure entre a,R, A,C, qui seront mises en
évidence dans la quatrième partie.

I. On suppose f = 0.

Étudier le comportement de la toupie de révolu-
tion (cas général) en l’absence de frottement.

L’évolution de θ étant obtenue au moyen d’une
quadrature, examiner ensuite le cas de la toupie
sphérique, puis celui de la toupie à pied circulaire.

II. On suppose f � 0.

a) Mise en équation du mouvement de la toupie
de révolution (cas général) lorsqu’il y a frotte-
ment.

b) Étudier le mouvement sans rotation propre ni
précession ; on montrera que l’évolution de θ
peut être obtenue au moyen de trois quadra-
tures.

c) On étudiera ensuite le cas de la toupie sphé-
rique. La rotation propre ne sera plus supposée
constamment nulle. On montrera qu’il existe
une intégrale première du mouvement J, dont
on s’efforcera de donner la signification méca-
nique précise.

L’existence de cette intégrale première J est ca-
ractéristique du cas de la toupie sphérique.

III. Étudier le mouvement de la toupie de révolution
(cas général) en supposant qu’il y a roulement
sans glissement.

Étudier le mouvement sans rotation propre ni pré-
cession. Sous quelles conditions θ, initialement
petit, peut-il rester petit ? Examiner le cas où S
est un point méplat.

Montrer que dans le cas de la toupie sphérique,
le mouvement général peut être exprimé expli-
citement au moyen d’une suite de quadratures.
Étudier en particulier la vitesse (scalaire) du
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centre de gravité en fonction de son altitude h(θ).
Examiner les mouvements à θ constant.

IV. On reprend l’étude du mouvement de la toupie
sphérique dans le cas où le coefficient de frotte-
ment f n’est ni nul ni infini.

a) Montrer que compte tenu de l’existence de
l’intégrale première J, l’énergie totale de la
toupie reste, pour chaque valeur de θ, supé-
rieure à un certain minimum E.

b) Si K désigne le point de contact de la sphère
avec le plan horizontal P, la condition néces-
saire et suffisante pour que ce minimum soit
atteint est que la droite GK ait une certaine
propriété cinématique, que l’on explicitera.

Exprimer E au moyen de la constante d’inté-
gration, du moment d’inertie autour de GK et
de θ.

c) Établir les conditions que doivent vérifier a
R

et C
A pour que, l’état cinétique initial étant

convenablement choisi, E soit une fonction
constamment non croissante de θ.

Ces conditions étant supposées réalisées, tirer de
cette étude, en utilisant le caractère dissipatif du
frottement, les conclusions qui s’imposent en ce
qui concerne l’évolution de θ au cours du temps.

V. Un Tippe-Top (on rappelle que a
R et C

A sont liés
par les conditions obtenues dans la quatrième par-
tie, paragraphe c) étant lancé dans un état ci-
nétique qui comporte uniquement une rotation
propre, le contact initial ayant lieu en S ou dans
son voisinage, étudier le mouvement ultérieur et
notamment le choc qui se produit lorsque γ arrive
au contact de P, le frottement au nouveau point
de contact étant supposé important.

(Durée 7 h.)

Un corrigé historique

Gérard Eguether, dont le site2 vaut le détour et que
je remercie vivement, m’a communiqué une photoco-
pie du corrigé manuscrit de ce problème, dont l’auteur
n’est autre que Jean Frédéric Auguste Delsarte3.

Ce normalien (Ulm, 1922) fut notamment qua-
trième à l’Agrégation 1925 (le major étant André
Weil), membre du groupe Bourbaki (une photo d’une
partie de cette équipe, comprenant Jean Delsarte est
p. 17 de [1]), doyen de la faculté des sciences de

2 http://www.iecn.u-nancy.fr/∼eguether/
3 http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/history/

Mathematicians/Delsarte.html.

Nancy. Dès 1947, il conçut une douzaine de pro-
blèmes de concours très originaux pour l’époque4,
dont en particulier celui « phare » des Mines de Nancy
1947, qui passionnait avec une loi de groupe sur une
surface.

Le manuscrit se présente sous la forme de 17
pages format A4, 33 faces sur papier pelure, d’un seul
jet et avec très peu de ratures.

Je le reproduit, avec l’aimable autorisation de la
fille de Jean Delsarte, sans suppressions ni autres
ajouts qu’un nombre réduit de commentaires en ita-
lique pour faciliter la compréhension de points évi-
dents pour l’auteur, mais moins pour le lecteur
lambda, dont moi.

L’auteur, qui remarque immédiatement que
l’énoncé commence par des cas particuliers qui s’in-
tègreront dans la méthode générale en spécialisant
certains paramètres, adopte d’emblée un plan qui lui
permettra d’éviter les redites !

Le corrigé de Jean Delsarte

Notations

II-I-III Cas général Toupie de révolution

Figure 4.

Plan P : ζ = 0. ̂(Gz′,GH) = θ angle non orienté
(0 ≤ θ ≤ π).

On remarque que h(θ), distance GH est la côte ζ
de G : ζ = h(θ), détermine la méridienne (enveloppe
de la droite y sin θ + z cos θ = −h(θ) dans le plan mé-
ridien Gyz).

4 Et encore pour la nôtre, lorsqu’on constate le conformisme
de beaucoup de sujets actuels qui sont souvent un délayage de
cours niveau n + 3 !
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Axes : On prend comme axes G, x1, y1, z1 de di-
rections fixes, Gz1 étant verticale ascendante. Gx, y, z
axes mobiles :⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

Gz : axe du corps
Gx : perpendiculaire au plan zGz1

Gy : direct : dans le plan zGz1

.

Le point K se trouve dans le plan zGz1.

Angles : θ = ẑ1Gz orienté par rapport à Gx : θ =
̂(Gz′,GH).
ψ = ̂(x1Gx) angle de précession.

P, Q, R : rotations instantanées de Gxyz, suivant
Gxyz : P = θ′, Q = ψ′ sin θ, R = ψ′ cos θ.

Corps : On achève de déterminer sa position en se
donnant ϕ angle d’une direction du corps, dans le plan
xGy avec Gx ; d’où le vecteur de rotation instantané
du corps sur Gxyz : p = P = θ′, q = Q = ψ′ sin θ,
r = R + ϕ′ = ϕ′ + ψ′ sin θ.

Soit encore u, v, w les composantes de la vitesse
absolue de G sur Gxyz ; l’accélération absolue de G a
pour composantes⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂u
∂t
+ Qw − Rv

∂v

∂t
+ Ru − Pw

∂w

∂t
+ Pv − Qu

.

Forces : m masse de la toupie.

Poids : mg appliqué en G, de composantes sur

Gx,Gy,Gz,

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
0

−mg sin θ

−mg cos θ

.

Réaction : mX,mY,mZ appliquée en P (compo-
santes sur Gxyz)5.

Théorème du centre de gravité :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂u
∂t
+ Qw − Rv = X

∂v

∂t
+ Ru − Pw = Y − g sin θ

∂w

∂t
+ Pv − Qu = Z − g cos θ

. (1)

Mouvement autour de G : A, A,C : moments
d’inertie principaux en G.

Dans le mouvement relatif de G, le moment ciné-
tique par rapport à G a pour composantes sur Gxyz :
σx = Ap, σy = Aq, σz = Cr.

5 Dans les premières pages de son corrigé et sur la figure
Delsarte a surchargé P par la lettre K, il faut donc quand il subsiste
P dans son corrigé comprendre Point P = K.

On a donc

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂σx

∂t
+ Qσz − Rσy = S x

∂σy

∂t
+ Rσx − Pσz = S y

∂σz

∂t
+ Pσy − Qσx = S z

,

où S x, S y, S z sont les composantes du moment des
forces par rapport à G sur Gxyz.

D’où

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

A
∂p
∂t
+ (Cr − Aq cot θ)q = S x

A
∂q
∂r
− (Cr − Aq cot θ)p = S y

C
∂r
∂t
= S z

,

car P = p, Q = q, R = q cot θ.

Or le moment du poids est nul par rapport à G :
S x, S y, S z sont donc les moments de la réaction en K.

Coordonnées de P (en réalité coordonnées de
K) : Sur Gxyz : GK = GH + HK.

GH : (0,−h sin θ,−h cos θ).

Calcul auxiliaire : En Gxyz la méridienne de S est
l’enveloppe de y sin θ + z cos θ = −h(θ), et la normale
a pour équation y cos θ − z sin θ = −h′(θ).

D’où P = (0,−h sin θ−h′ cos θ,−h cos θ+h′ sin θ).

Puis, moment de la réaction :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

S x = m(h cos θ − h′ sin θ)Y − m(h sin θ + h′ cos θ)Z

S y = −m(h cos θ − h′ sin θ)X

S z = m(h sin θ + h′ cos θ)X

.

D’où

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

A
∂p
∂t
+ (Cr − Aq cot θ)q = m(h cos θ − h′ sin θ)Y

− m(h sin θ + h′ cos θ)Z

A
∂q
∂r
− (Cr − Aq cot θ)p = −m(h cos θ − h′ sin θ)X

C
∂r
∂t
= m(h sin θ + h′ cos θ)X

.

(2)

Autres conditions : Vitesse du point K (du solide)
(0,−h sin θ − h′ cos θ,−h cos θ + h′ sin θ).



Janvier–Mars 2006 11

Vitesse en Gxyz (on utilise la vitesse en un point

d’un solide VK =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
p
q
r

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∧ −−→GK + VG) :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−q(h cos θ − h′ sin θ) + r(h sin θ + h′ cos θ) + u

p(h cos θ − h′ sin θ) + v

−p(h sin θ + h′ cos θ) + w

.

Comme elle est horizontale,

v sin θ + w cos θ − ph′ = 0. (3)

(Changement de repère z1 = y sin θ + z cos θ.)
Dans H : la réaction tangentielle est opposée à la

vitesse (première loi de frottement RT/vitesse < 0).
Composante normale de la réaction (divisée par

m) : N = Y sin θ + Z cos θ ; (0,N sin θ,N cos θ).
Composante tangentielle : (X, Y cos2 θ − Z sin θ

cos θ, Z sin2 θ − Y sin θ cos θ).

D’où

1
X

[u + r(h sin θ + h′ cos θ) − q(h cos θ − h′ sin θ)] =

v + p(h cos θ − h′ sin θ)
(Y cos θ − Z sin θ) cos θ

=
w − p(h sin θ + h′ cos θ)
−(Y cos θ − Z sin θ) sin θ

;

ce qui donne, d’abord (3) (avec les deux derniers rap-
ports), puis

1
X

[u + r(h sin θ + h′ cos θ) − q(h cos θ − h′ sin θ)] =

v cos θ − w sin θ + ph
Y cos θ − Z sin θ

< 0. (4)

Enfin la seconde loi de frottement (|RT | = f |RN |)
donne

X2 + Y2 + Z2 = (1 + f 2)N2

soit

X2 + (Y sin θ + Z cos θ)2 + (Y cos θ − Z sin θ)2 =

(1 + f 2)(Y sin θ + Z cos θ)2

ou

X2 + (Y cos θ− Z sin θ)2 = f 2(Y sin θ+ Z cos θ)2; (5)

ce qui constitue les résultats de (II,a).

II b) Mouvement sans rotation propre
ni précession

Précession nulle donne : ψ′ = 0 =⇒ Q = R =
0 =⇒ q = 0.

Rotation propre nulle donne : r = 0 −→ ϕ′ = 0

puis p = P =
∂θ

∂t
·

Donc (1) donne :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂u
∂t
= X

∂v

∂t
− w∂θ

∂t
= Y − g sin θ

∂w

∂t
+ v

∂θ

∂t
= Z − g cos θ

.

(2) donne : A ∂p
∂t = m(h cos θ − h′ sin θ)Y −

m(h sin θ + h′ cos θ)Z et X = 0.
(3) donne : v sin θ + w cos θ − ph′ = 0.
(4) donne : u = 0 et v cos θ−w sin θ+ph

Y cos θ−Z sin θ < 0.
(5) donne alors : (Y cos θ−Z sin θ)2 = f 2(Y sin θ+

Z cos θ)2.

On a donc u = X = 0, puis par (1),

Y cos θ − Z sin θ =

cos θ
∂v

∂t
− sin θ

∂w

∂t
− (w cos θ + v sin θ)

∂θ

∂t
,

ou

Y cos θ − Z sin θ = cos θ
∂v

∂t
− sin θ

∂w

∂t
− h′(θ)

(
∂θ

∂t

)2

.

Puis

Y sin θ + Z cos θ = sin θ
∂v

∂t
+ cos θ

∂w

∂t

− (w sin θ − v cos θ)
∂θ

∂t
+ g.

Mais (2) donne :

A
d2θ

dt2
= mh(Y cos θ − Z sin θ) − mh′(Y sin θ + Z cos θ)

ou

A
d2θ

dt2
= mh

(
cos θ

∂v

∂t
− sin θ

∂w

∂t

)

− mh′
(
sin θ

∂v

∂t
+ cos θ

∂w

∂t

)

− mhh′
(
∂θ

∂t

)2

+ m(w sin θ − v cos θ)h′
∂θ

∂t
− mgh′,

et par (3) v sin θ + w cos θ − h′
∂θ

∂t
= 0.
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Posons α = v cos θ − w sin θ, qu’on combine avec

(3) h′
∂θ

∂t
= v sin θ + w cos θ. Il vient :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
cos θ

∂v

∂t
− sin θ

∂w

∂t
=
∂α

∂t
+ h′

(
∂θ

∂t

)2

sin θ
∂v

∂t
+ cos θ

∂w

∂t
= h′′

(
∂θ

∂t

)2

+ h′
d2θ

dt2
− α∂θ

∂t

.

Par suite :

A
d2θ

dt2
= mh

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣∂α∂t
+ h′

(
∂θ

∂t

)2⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
− mh′

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣h′′
(
∂θ

∂t

)2

+ h′
d2θ

dt2
− α∂θ

∂t

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
− mhh′

(
∂θ

∂t

)2

− mαh′
∂θ

∂t
− mgh,′

ou

(A + mh′2)
d2θ

dt2
= mh

∂α

∂t
− mh′h′′

(
∂θ

∂t

)2

− mgh′.

Enfin on a

Y cos θ − Z sin θ =
∂α

∂t
+ h′

(
∂θ

∂t

)2

− h′
(
∂θ

∂t

)2

et

Y sin θ+ Z cos θ = h′′
(
∂θ

∂t

)2

+ h′
d2θ

dt2
− α∂θ

∂t
+α

∂θ

∂t
+ g

et l’équation (5) donne

(
∂α

∂t

)2

= f 2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣h′′
(
∂θ

∂t

)2

+ h′
d2θ

dt2
+ g

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
2

.

Cette dernière équation donne, en extrayant la ra-
cine :

∂α

∂t
= ε f

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣h′′
(
∂θ

∂t

)2

+ h′
d2θ

dt2
+ g

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
avec ε = ±1.

D’où, en reportant,

[A + mh′(h′ − ε f h)]
d2θ

dt2
=

mh′′(ε f h − h′)

(
∂θ

∂t

)2

+ mg(ε f h − h′).

Cette dernière équation s’intègre classiquement en po-
sant ∂θ

∂t = p (fonction de θ) :

[A + mh′(h′ − ε f h)]p
∂p
∂θ
= m(ε f h − h′)

[
h′′p2 + g

]
.

On pose p2 = u et on a l’équation

[A + mh′(h′ − ε f h)]
∂u
∂θ
= 2m(ε f h − h′)[h′′u + g],

équation linéaire qui s’intègre par deux quadratures.
On a ensuite le temps par une troisième quadrature
dt = dθ√

u
. On discute le signe de ε pour la condi-

tion (4), qui devient

α + ph
∂α
∂t

< 0,

ou

ε

(
α + h

∂θ

∂t

) ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣h′′
(
∂θ

∂t

)2

+ h′
d2θ

dt2
+ g

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ < 0.

II c) Toupie sphérique

Notation de l’énoncé : GO = a ; 0 < a < R ; z′z
orienté dans le sens GO.

Rayon R : h = R − a cos θ ; h′ = a sin θ.

Équations :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂u
∂t
+ q(w − v cot θ) = X

∂v

∂t
+ qu cot θ − pw = Y − g sin θ

∂w

∂t
+ pv − qu = Z − g cos θ

p =
∂θ

∂t
; (1)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

A
∂p
∂t
+ (Cr − Aq cot θ)q = m(R cos θ − a)Y

− mR sin θ.Z

A
∂q
∂t
− (Cr − Aq cot θ)p = −m(R cos θ − a)X

C
∂r
∂t
= mR sin θ.X

;

(2)

v sin θ + w cos θ − a sin θ
∂θ

∂t
= 0 ; (3)

1
X

[u + Rr sin θ − q(R cos θ − a)] =

v cos θ − w sin θ + (R − a cos θ)p
Y cos θ − Z sin θ

< 0 ;

(4)

X2 + (Y cos θ − Z sin θ)2 = f 2(Y sin θ + Z cos θ)2.

(5)

On élimine le temps entre (2)2 et (2)3 :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
A
∂q
∂θ
− (Cr − Aq cot θ) = −m(R cos θ − a)

X
p

C
∂r
∂θ
= mR sin θ

X
p

.
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Puis éliminant X
p :

AR sin θ
∂q
∂θ
−R(Cr sin θ−Aq cos θ)+C(R cos θ−a)

∂r
∂θ
= 0,

ou

AR

[
sin θ

∂q
∂θ
+ q cos θ

]

+C

[
−R cos θ − a)

∂r
∂θ
− Rr sin θ

]
= 0,

ou
∂

∂θ
[ARq sin θ +C(R cos θ − a)r] = 0,

d’où l’intégrale première

Aq sin θ +C(cos θ − a
R

)r = k (J)

Son existence caractérise la toupie sphérique :

En effet (2)2 et (2)3 donnent de même, en général :

A
∂q
∂θ
− (Cr − Aq cot θ) = −m(h cos θ − h′ sin θ))

X
p

C
∂r
∂θ
= m(h sin θ + h′ cos θ)

X
p

L’élimination de X
p donne alors :

A(h sin θ + h′ cos θ)
∂q
∂θ

− (h sin θ + h′ cos θ)(Cr − Aq cot θ)

+C(h cos θ − h′ sin θ)
∂r
∂θ
= 0,

ou

A(h + h′ cot θ)

(
sin θ

∂q
∂θ
+ q cos θ

)

+C

[
(h cos θ − h′ sin θ)

∂r
∂θ

− (h sin θ + h′ cos θ)r

]
= 0,

ou

0 = (h + h′ cot θ)

[
A
∂

∂θ
(q sin θ) −Cr sin θ

]

+C(h − h′ tan θ) cos θ
∂r
∂θ

,

ou

0 = (h + h′ cot θ)

[
A
∂

∂θ
(q sin θ)

−C
∂

∂θ
(r cos θ)

]
− h′

sin θ
∂r
∂θ
= 0

0 =
∂

∂θ
[Aq sin θ +Cr cos θ] − h′

h sin θ + h′ cos θ
∂r
∂θ
·

Ce qui conduit à une intégrale première si seule-
ment

h′

h sin θ + h cos θ
= α(constante),

h′(1 − α cos θ) − αh sin θ = 0,

h′

h
=

α sin θ
1 − α cos θ

,

h = A(1 − α cos θ),

d’où la toupie est sphérique.

Interprétation de l’intégrale première J

En Gxyz, les coordonnées de K sont : ξ = 0, η =
−R sin θ, ζ = a − R cos θ.

L’intégrale (J) s’écrit :

Apξ + Aqη +Crζ = −kR = ξσx + ησy + ζσz.

Elle exprime que le produit
−−→
GK.
−−→
Gσ est constant (

−−→
Gσ

moment cinétique du solide, en G). On notera que le
moment des forces (poids et réaction), par rapport à
GK est nul.

IV a) L’énergie totale de la toupie sphérique

Elle a pour double

2E = 2T + 2U = m(u2 + v2 + w2) + Ap2 + Aq2 +Cr2

− 2mga cos θ.

Dans la forme quadratique Aq2+Cr2, introduisons
la forme linéaire :

Aq sin θ +Cr
(
cos θ − a

R

)
.

On trouve :

(Aq2 +Cr2)

[
A sin2 θ +C

(
cos θ − a

R

)2
]
=

[
Aq sin θ +Cr

(
cos θ − a

R

)]2

+ AC
[
q
(
cos θ − a

R

)
− r sin θ

]2
.

Donc

2E = m(u2 + v2 + w2) + Ap2 − 2mga cos θ

+
1

A sin2 θ +C(cos θ − a
R )2

×
{[

Aq sin θ +Cr
(
cos θ − a

R

)]2

+AC
[
q
(
cos θ − a

R

)
− r sin θ

]2
}
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ou, compte tenu de l’intégrale J,

2E = m(u2 + v2 + w2) + Ap2 − 2mga cos θ

+
k2

A sin2 θ +C(cos θ − a
R )2
+

AC

A sin2 θ +C(cos θ − a
R )2

×
[
q
(
cos θ − a

R

)
− r sin θ

]2
.

Pour chaque valeur de θ, on a donc :

E ≥ E = −mga cos θ +
k2

2[A sin2 θ +C(cos θ − a
R )2]
·

Revenant aux coordonnées ξ, η, ζ de K en Gxyz, on a :

E − mga cos θ +
k2R2

2[Aξ2 + Aη2 +Cζ2]
·

Introduisons le moment d’inertie de la toupie, par rap-
port à GK :

IGK =
Aξ2 + Aη2 +Cζ2

ξ2 + η2 + ζ2
=

Aξ2 + Aη2 +Cζ2

a2 + R2 − 2aR cos θ
·

Il vient :

E = −mga cos θ +
k2R2

2[a2 + R2 − 2aR cos θ]IGK
,

ou encore

E = −mg
2R

(a2 + R2) +
mg
2R

GK2 +
k2R2

2GK2.IGK
·

IV b) L’énergie E atteint son minimum E

si

m(u2 + v2 + w2) + Ap2

+
AC

A sin2 θ +C(cos θ − a
R )2

×
[
q
(
cos θ − a

R

)
− r sin θ

]2
= 0.

Ce qui exige u = v = w = p = q(cos θ− a
R )−r sin θ = 0.

La dernière équation donne : rη−qζ = 0, qui com-
binée avec p = 0, montre que la rotation instantanée
doit être parallèle à GK ; comme u, v, w doivent être
nuls, on en déduit que GK doit être l’axe instantané de
rotation de la toupie lorsque E atteint son minimum.

IV c) Conditions pour que E soit
non croissante

On a trouvé :

E = −mg
2R

(a2 + R2) +
mg
2R

GK2 +
k2R2

2GK2.IGK

et en revenant à ξ, η, ζ (coordonnées de K) : ξ = 0,
GK2 = η2 + ζ2, GK2.IGK = Aη2 +Cζ2.

E varie donc comme

mg(η2 + ζ2) +
k2R3

Aη2 +Cζ2

et le long de la méridienne de la toupie on a

η2 + ζ2 − 2aζ = R2.

Il est facile d’obtenir des conditions nécessaires
pour que E décroisse quand θ croît de 0 à π. En effet
η2+ζ2 croît alors de (a−R)2 à (a+R)2. Il faut donc que

k2R3

Aη2+Cζ2 décroisse, donc que Aη2 +Cζ2 = (C − A)ζ2 +

A(R2 + 2aζ) croisse quand ζ croît de a − R à a + R.
Ce trinôme en ζ a sa dérivée nulle pour ζ0 =

Aa
A−C qui

doit être extérieur à l’intervalle [a − R, a + R], d’où la
condition

(
Aa

A−C + R
) (

Aa
A−C − R

)
≥ 0 =⇒ a2C2−R2(A−

C)2 ≥ 0 soit a
R ≥ |1 −

A
C |.

Soit donc cette condition remplie.
• Si A < C, on a ζ0 < 0, donc ζ0 < a − R < a + R

et le trinôme est croissant pour ζ > ζ0.
• Si A > C, on a ζ0 > 0, donc a − R < a + R < ζ0,

et le trinôme est croissant pour ζ < ζ0.
Donc la condition a2C2 − (A−C)2R2 ≥ 0 entraîne

que Aη2 +Cζ2 croît quand θ croît de 0 à π.
Si k est très grand en valeur absolue, E varie

comme k2R3

Aη2+Cζ2 ·
Par suite si l’état cinématique initial est choisi de

sorte que la constante d’intégration initiale k soit suffi-
samment grande en valeur absolue, et si a2C2−R2(A−
C)2 ≥ 0, [ou a

R ≥ |1 −
A
C |] on peut affirmer que E est

une fonction décroissante de θ dans l’intervalle [0, π].

Convergence dynamique : l’énergie s’écrit donc

2E(r) = m(u2 + v2 + w2) + Ap2

+
AC

A sin2 θ +C
(
cos θ − a

R

)
×

[
q
(
cos θ − a

R

)
− r sin θ

]2
+ 2E(θ).

Au cours du mouvement, par suite du caractère dissi-
patif du frottement, E(t) est une fonction décroissante
du temps.

Or quand θ croît de 0 à π, E(θ) décroît de E1 à E0.
E(t) décroissant constamment, et tendant vers son

minimum absolu E0, E(t) finit par atteindre la valeur
E1, pour t = t1 puis par demeurer inférieur à cette
valeur E1 pour t > t1.

Or, si E(t) < E1, on peut résoudre univoquement
l’équation E(t) = E(θt), puisque E(θ) est une fonc-
tion décroissante de θ entre 0 et π ; et cette fonction
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θt définie pour t > t1 croît de 0 à π quand t croît
de t1 à +∞. Mais si θ est la valeur de la nutation de
la toupie à l’instant t, on a, d’après ce qui a été vu :
E(t) = E(θt) ≥ E(θ).

Donc θ ≥ θt puisque E(θ) est une fonction dé-
croissante.

On voit donc, en conclusion, qu’au cours du mou-
vement pour t assez grand (t > t1), θ reste constam-
ment supérieur à une fonction θt qui est une fonction
croissante du temps. Ceci ne vaut, redisons-le, que
pour a

R ≥ |1 −
A
C |, et si la constante d’intégration k

est, en valeur absolue, supérieure à une quantité fixe
(qu’on pourrait assigner).

III a) Mouvement dans le cas de roulement
sans glissement

Les équations générales dans le cas du roulement,
sont toujours du même type :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂u
∂t
+ q(w − v cot θ) = X

∂v

∂t
+ qu cot θ − pw = Y − g sin θ

∂w

∂t
+ pv − qu = Z − g cos θ

p =
∂θ

∂t
; (1)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

A
∂p
∂t
+ (Cr − Aq cot θ)q = m(h cos θ − h′ sin θ)Y

− m(h sin θ + h′ cos θ)Z

A
∂q
∂t
− (Cr − Aq cot θ)p = −m(h cos θ − h′ sin θ)X

C
∂r
∂t
= m(h sin θ + h′ cos θ)X

;

(2)

à quoi il faut cette fois rajouter les équations expri-
mant la nullité de la vitesse du point K :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
p(h cos θ − h′ sin θ) + v = 0

−p(h sin θ + h′ cos θ) + w = 0

−q(h cos θ − h′ sin θ) + r(h sin θ + h′ cos θ) + u = 0.
(3)

La méthode d’intégration est classique. On élimine X
entre (1)1, (2)2, (2)3 :

A
∂q
∂t
− (Cr − Aq cot θ)p = −m(h cos θ − h′ sin θ)

×
[
∂u
∂t
+ q(w − v cot θ)

]

C
∂r
∂t
= m(h sin θ + h′ cos θ)

[
∂u
∂t
+ q(w − v cot θ)

]
.

On a ensuite, par (3), w − v cot θ = ph
sin θ donc

A
∂q
∂t
− (Cr − Aq cot θ)p = −m(h cos θ − h′ sin θ)

×
[
∂u
∂t
+

pqh
sin θ

]

C
∂r
∂t
= m(h sin θ + h′ cos θ)

[
∂u
∂t
+

pqh
sin θ

]
,

ou encore, en divisant par p =
∂θ

∂t
:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

A
∂q
∂θ
− (Cr − Aq cot θ) = −m(h cos θ − h′ sin θ)

×
[
∂u
∂θ
+

qh
sin θ

]

C
∂r
∂θ
= m(h sin θ + h′ cos θ)

[
∂u
∂θ
+

qh
sin θ

] .

(4)
D’ailleurs u est connu en fonction de θ par (3)3 :

u = q(h cos θ − h′ sin θ) − r(h sin θ + h′ cos θ). (5)

Donc (4) donne un système de deux équations li-
néaires du premier ordre en q et r, regardées comme
fonctions de θ.

On a de plus l’intégrale première des forces vives,
(1) donne

u
∂u
∂t
+ v

∂v

∂t
+ w

∂w

∂t
=

Xu + Yv + Zw − g(v sin θ + w cos θ)

= Xu + Yv − gh′
∂θ

∂t
par (3)1 ou (3)2.

(2) donne :

Ap
∂p
∂t
+ Aq

∂q
∂t
+Cr

∂r
∂t
= mp(h cos θ − h′ sin θ)Y

− m(h sin θ + h′ cos θ)Z

− mX[(h cos θ − h′ sin θ)q

− (h sin θ + h′ cos θ)r]

= −mYv − mZw − mXu

par (3)1, (3)2, (3)3.

D’où l’intégrale première des forces vives 1
2 m(u2+v2+

w2)+ 1
2 (Ap2 +Aq2 +Cr2)+mgh = H qui, connaissant

u, v, w, q, r en fonction de θ, ramène, par p = ∂θ
∂t , la

détermination du temps à une quadrature.

III c) Cas de la toupie sphérique
avec roulement

Alors : h = R − a cos θ, h′ = a sin θ ; h cos θ −
h′ sin θ = R cos θ − a ; h sin θ + h′ cos θ = R sin θ.
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Le système (4) devient :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

A
∂q
∂θ
− (Cr − Aq cot θ) = −m(R cos θ − a)

×
(
∂u
∂θ
+

q(R−a cos θ)
sin θ

)
C
∂r
∂θ
= mR sin θ

(
∂u
∂θ
+

q(R−a cos θ)
sin θ

) .

(4)
Éliminant le crochet des seconds membres et inté-
grant, on retrouve l’intégrale première caractéristique
de la toupie sphérique :

ARq sin θ +C(R cos θ − a)r = kR, (J)

rencontrée plus haut.

On a ensuite, par (5),

u = q(R cos θ − a) − Rr sin θ. (5)

Prenons r comme inconnue ; soit

∆ = AR2 sin2 θ +C(R cos θ − a)2.

On a :

q =
kR −C(R cos θ − a)r

AR sin θ
;

u =
k(R cos θ − a)

A sin θ
− ∆r

AR sin θ
,

∂u
∂θ
=
−∆

AR sin θ
∂r
∂θ

+
k

A sin2 θ
[a cos θ − R] − r

AR sin2 θ

×
[
−∆ cos θ + 2R sin2 θ

(
(A −C)R cos θ +Ca

)]
.

La seconde équation (4) donne alors

(C +
m∆
A

)
∂r
∂θ
− mkR

A sin θ
[a cos θ − R]

− mkR
A sin θ

[R−a cos θ]+
mC(R − a cos θ)(R cos θ − a)r

A sin θ

+
mr

A sin θ

[
−∆ cos θ + sin θ

∂∆

∂θ

]
,

qui se réduit et donne :

(AC + m∆)
∂r
∂θ
+ mr

∂∆

∂θ

+
mr

sin θ
[C(R − a cos θ)(R cos θ − a) − ∆ cos θ] = 0

ou

(AC + m∆)
∂r
∂θ
+ mr

∂∆

∂θ

+ mRr[R(C − A) cos θ − AC] sin θ = 0.

Or
∂∆

∂θ
= 2R[R(A −C) cos θ + aC] sin θ.

Il reste donc

(AC + m∆)
∂r
∂θ
+

mr
2
∂∆

∂θ
= 0;

ce qui entraîne

r =
k1√

AC + m∆
,

k1 désignant une nouvelle constante d’intégration. Il
vient ensuite :

q =
k

A sin θ
+

k1C(a − R cos θ)

AR sin θ
√

AC + m∆
;

u =
k(R cos θ − a)

A sin θ
− k1∆

AR sin θ
√

AC + m∆
·

Calcul de v, w, p

Les équations (3) donnent aussi :

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩v + p(R cos θ − a) = 0

w − pR sin θ = 0

=⇒ v2 + w2 = p2(R2 + a2 − 2aR cos θ)

= p2(a2 − R2 + 2Rh).

Par ailleurs l’intégrale des forces vives s’écrit :

mu2 + m(v2 + w2) + Ap2 + Aq2

+Cr2 + 2mgh − 2H = 0.

On a du reste vu plus haut que ∆(Aq2 +Cr2) = k2R2 +

ACu2 ; donc p2[A + m(a2 − R2 + 2Rh)] + 1
∆

[k2R2 +

(AC +m∆)u2]+ 2mgh− 2H = 0 qui résolue en p = ∂θ
∂t

ramène la détermination du temps en fonction de θ, à
une quadrature. Enfin W2, carré de la vitesse scalaire
du centre de gravité, est donnée par W2 = u2 + v2 +

w2 = u2 + p2(a2 − R2 + 2Rh). On élimine facilement
p : cela donne

[A + m(a2 − R2 + 2Rh)]W2 =

[A + m(a2 − R2 + 2Rh)]u2

− 1
∆

[k2R2 + (AC + m∆)u2](a2 − R2 + 2Rh)

− 2(mgh − H)(a2 − R2 + 2Rh)

=
u2

∆
[A∆ − AC(a2 − R2 + 2Rh)]

−
(
k2R2

∆
+ 2mgh − 2H

)
(a2 − R2 + 2Rh).
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Le coefficient de u2 se réduit et donne :

A2R2 sin2 θ + AC(R cos θ − a)2

− AC(a2 + R2 − 2aR cos θ) = A(A −C)R2 sin2 θ

de sorte que

[A + m(a2 − R2 + 2Rh)]W2 =

A −C
A∆

[
kR(R cos θ − a) − k1∆√

AC + m∆

]2

− (a2 − R2 + 2Rh)

(
k2R2

∆
+ 2mgh − 2H

)
.

Le coefficient de k2R2

∆
s’écrit :

A −C
A

(R cos θ − a)2 − (a2 + R2 − 2aR cos θ) =

1
A

[(A −C)R2 cos2 θ − 2(A −C)ar cos θ

+ (A −C)a2 − Aa2 − AR2 + 2Aar cos θ = −∆
A

;

il reste donc :

[A + m(a2 − R2 + 2Rh)]W2 =

A −C
A

⎡⎢⎢⎢⎢⎣ k2
1∆

AC + m∆
− 2kk1R(R cos θ − a)

√
AC + m∆

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
− k2R2

A
− 2(a2 − R2 + 2Rh)(mgh − H). (7)

On a d’ailleurs :

∆ = AR2 sin2 θ +C(R cos θ − a)2 ; h = R − a cos θ.

D’où ∆ = 1
a2 [(C − A)R2h2 + [(A −C)R2 +Ca2](2Rh +

a2 − R2)] et R cos θ − a = 1
a [R2 − a2 − Rh].

La formule (7) donne donc explicitement W2 en
fonction de h.

III d) Cas où θ est constant

Si θ est constant, dans le cas de la toupie sphé-
rique, on a p = 0, donc v = w = 0.

On a toujours l’intégrale caractéristique de la tou-
pie sphérique : ARq sin θ0 +C(R cos θ0 − a)r = Rk.

De plus (2)2 et (2)3 donnent encore, compte tenu
de (1)1 :

A
∂q
∂t
+ m(R cos θ0 − a)

∂u
∂t
= 0 ,

C
∂r
∂t
− mR sin θ0

∂u
∂t
= 0 ;

d’où Aq + m(R cos θ0 − a)u = α ; Cr − mR sin θ0u = β
où α et β sont des constantes (ces deux équations
entraînent d’ailleurs l’intégrale caractéristique de la
toupie sphérique). Enfin l’équation (3) donne u =
q(R cos θ0 − a) − Rr sin θ0.

Donc q, r, u sont constants.

III b) Retour au cas général ; mouvement
sans précession ni rotation propre

On a donc ψ′ = 0 =⇒ q = 0 ; et r = 0 ; p = ∂θ
∂t ;

On a par (1)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂u
∂t
= X

∂v

∂t
− w∂θ

∂t
= Y − g sin θ

∂w

∂t
+ v

∂θ

∂t
= Z − g sin θ

.

On a aussi par (2) A ∂p
∂t = m(h cos θ − h′ sin θ)Y −

m(h sin θ + h′ cos θ)Z et X = 0.
Par (3) u = 0 ; v + (h cos θ − h′ sin θ)∂θ∂t = w −

(h sin θ + h′ cos θ)∂θ∂t = 0.
On a ensuite

Y cos θ − Z sin θ = cos θ
∂v

∂t
− sin θ

∂w

∂t

− (w cos θ + v sin θ)
∂θ

∂t

= cos θ
∂v

∂t
− sin θ

∂w

∂t
− h′

(
∂θ

∂t

)2

;

Y sin θ + Z cos θ = sin θ
∂v

∂t
+ cos θ

∂w

∂t

− (w sin θ − v cos θ)
∂θ

∂t
+ g

= sin θ
∂v

∂t
+ cos θ

∂w

∂t
− h(

∂θ

∂t
)2 + g.

Mais (2) donne

A
d2θ

dt2
= mh(Y cos θ − Z sin θ)

− mh′(Y sin θ + Z cos θ)

= mh

(
cos θ

∂v

∂t
− sin θ

∂w

∂t

)

− mh′
(
sin θ

∂v

∂t
+ cos θ

∂w

∂t

)

− mhh′
(
∂θ

∂t

)2

+ mhh′
(
∂θ

∂t

)2

− mgh′.

Mais w cos θ + v sin θ = h′ ∂θ∂t et w sin θ − v cos θ = h∂θ∂t
donnent :

cos θ
∂w

∂t
+ sin θ

∂v

∂t
− h′

(
∂θ

∂t

)2

= h′
d2θ

dt2
+ h′′

(
∂θ

∂t

)2

sin θ
∂w

∂t
− cos θ

∂v

∂t
+ h′

(
∂θ

∂t

)2

= h
d2θ

dt2
+ h′

(
∂θ

∂t

)2

.
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Finalement il reste :

A
d2θ

dt2
= −mh′

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣(h + h′′)

(
∂θ

∂t

)2

+ h′
d2θ

dt2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
− mh2 d2θ

dt2
− mgh′

ou [A + m(h2 + h′2)]d2θ
dt2 + mh′(h + h′′)

(
∂θ
∂t

)2
+ mgh′

qui définit θ en fonction du temps et s’intègre clas-
siquement en regardant p = ∂θ

∂t comme fonction de
θ ; ce qui donne une équation linéaire en p2. On ob-
tient donc les mouvements sans précession ni rotation
propre par trois quadratures.

Stabilité : soit pour θ = 0, un sommet S du
contour =⇒ h′ = 0.

Méplat : courbure nulle −→ h + h′′ = ∞.

• 1) Sommet non méplat : au voisinage de θ = 0,
h(θ) = h0+

1
2h′′0 θ

2+ . . . Si θ reste petit : (A+mh2
0)d2θ

dt2
+

mgh′′0 = 0. Il y aura stabilité si h′′0 > 0.

• 2) Sommet avec méplat : θ ≥ 0 ;
h = h0 + Kθα + . . .
h′ = Kαθα−1 + . . . sommet implique α > 1.
h′′)Kα(α − 1)θα−2 + . . . méplat implique 2 > α.
Alors h′ → 0 et h + h′′ → ∞ quand θ→ 0.
h′(h+h′′) aura une limite si 2α−3 ≥ 0 =⇒ α ≥ 3

2 ·

• Soit d’abord α > 3
2 ; (sommet ; méplat si α < 2)

h′ → 0 ; h + h′′ → ∞ ; h′(h + h′′)→ 0.
Pour θ petit, on a (A + mh2

0)d2θ
dt2 + mgKαθα−1 = 0

ou (A + mh2
0)

(
∂θ
∂t

)2
+ 2mgKθα = C.√

A+mh2
0dθ

[C−2mgKθα]
1
2
= dt ; si K > 0, il y a stabilité (le

radicande du dénominateur peut devenir négatif si θ
devient trop grand).

• Soit maintenant α = 3
2 , alors h′(h + h′′) → 9K

8 ,
et pour θ petit on a

(A + mh2
0)

d2θ

dt2
+

9mK2

8

(
∂θ

∂t

)2

+
3mgK

2

√
θ = 0 ;

∂θ
∂t = p considéré comme fonction de θ donne :

(A + mh2
0)p

∂p
∂θ
+

9mK2

8
p2 +

3mgK
2

√
θ = 0 ;

p2 = ω donne :

(A + mh2
0)
∂ω

∂θ
+

9mK2

4
ω + 3mgK

√
θ = 0

=⇒ ω = ω1 exp

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣−9mK2θ

A + mh2
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

avec (A+mh2
0)
∂ω1

∂θ
+3mgK

√
θ exp

[
−9mK2θ
A+mh2

0

]
= 0. D’où

ω1 = ω0−
3mgK

A + mh2
0

∫ θ

0
exp

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣−9mK2τ

A + mh2
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ √τdτ =

(
∂θ

∂t

)2

.

D’où comme plus haut stabilité si K > 0.

I a) Cas de f = 0

On a X = 0. Y cos θ − Z sin θ = 0 ; les équations
donnent :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂u
∂t
+ q(w − v cot θ) = 0

∂v

∂t
+ qu cot θ − pw = Y − g sin θ

∂w

∂t
+ pv − qu = Z − g cos θ

; (1)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

A
∂p
∂t
+ (Cr − Aq cot θ)q = −mh′(Y sin θ + Z cos θ)

A
∂q
∂t
− (Cr − Aq cot θ)p = 0

A
∂r
∂t
= 0

;

(2)

puis v sin θ + w cos θ − ph′ = 0.

On a donc : r = r0 ; A ∂q
∂θ −Cr0 + Aq cot θ = 0 d’où

q = ω
sin θ +

C
A r0 cot θ (ω constante).

Puis cos θ ∂v∂t − sin θ ∂w∂t +
qu

sin θ − h′p2 = 0 (en com-
binant (1)2 et (1)3 et utilisant la relation Y cos θ −
Z sin θ = 0).

Soit donc α = v cos θ − w sin θ ; ce qui donne ∂u
∂t −

qα
sin θ = 0 ; ∂α

∂t +
qu

sin θ = 0 =⇒ u2 + α2 = H1.

Enfin le théorème des forces vives donne p = ∂θ
∂t :

m(u2 + v2 + w2) + Ap2 + Aq2 +Cr2 + 2mgh = H2

qui donne ici, moyennant les précédentes équations :

(A + mh′2)p2 + 2mgh +
A

sin2 θ

[
w +

Cr0

A
cos θ

]2

= H.

On obtient le temps par une quadrature (c’est-à-dire
l’évolution de θ).

I b) Cas sphérique

h = R − a cos θ ; h′ = a sin θ.

I c) Pied circulaire

h = b cos θ + r sin θ ; h′ = r cos θ − b sin θ ; d’où
des quadratures faciles à discuter.
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Figure 5.

Figure 6.

V Cas du Tippe-Top

Quand le contact K a lieu sur la calotte Σ, on a
0 < θ < λ < π et on a R sin λ = ρ−� cot λ (λ est l’angle
(z′z,OK) lorsque le manche est aussi en contact avec
le plan P ; de plus pour éviter le risque de confusion
entre le rayon noté r dans l’énoncé du petit cercle γ
avec la notation usuelle r de la troisième composante
du vecteur rotation instantané du solide par rapport
à Gxyz, Delsarte remplace ce rayon r par la lettre ρ).
Ou

R2 = (1 + cot2 λ)(ρ − � cot λ)2

=⇒ �2 cot4 λ − 2ρ� cot3 λ

+ (�2 + ρ2) cot2 λ − 2ρ� cot λ − R2 = 0.

(Dans le cas : ρ = R
5 , � = 4R

5 , cela donne : 16 cot4 λ −
8 cot3 λ + 17 cot2 λ − 8 cot λ − 25 = 0).

Étude de h(θ), h′(θ), h′′(θ)

• Pour 0 ≤ θ ≤ λ, h(θ) correspond au contour
sphérique : h(θ) = −R − a cos θ ; h′(θ) = a sin θ ;
h′′(θ) = a cos θ.

• Pour λ ≤ θ ≤ π : h(θ) correspond au contour
réduit au cercle γ ; c’est-à-dire au point K1 dans un
plan méridien :

h(θ) = −(� − R cos λ) cos θ + ρ sin θ − a cos θ

ou
h(θ) = r sin θ − (� + a − R cos λ) cos θ.

Il y a continuité pour θ = λ : ρ sin λ − � cos λ +
R2 cos2 λ = R (qui équivaut à l’équation en λ). Mais
h′(θ) est discontinue :

h′(θ) = ρ cos θ + (� + a − R cos λ) sin θ,

h′′(θ) = −ρ sin θ + (� + a − R cos λ) cos θ.

Au moment du choc, h + h′′ passe de la valeur R, à la
valeur 0.

Étude du choc

On suppose qu’il y a choc avec frottement en K et
K1. Soit x, y, z la percussion en K ; x1, y1, z1 la percus-
sion en K1 (on prend toujours le trièdre intermédiaire
Gxyz).

Soient⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u0, v0, w0 ; p0, q0, r0 l’état des vitesses avant

le choc (immédiatement avant),

u1, v1, w1 ; p1, q1, r1 l’état des vitesses après

le choc (immédiatement après) ;

puis [u], [v], [w] ; [p], [q], [r], le saut des vitesses.

Les équations de la dynamique donnent⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

[u] = x + x1 ; A[p] = m(R cos λ − a)y − mR sin λz
−m(� + a − R cos λ)y1 − mρz1;

[v] = y + y1 ; A[q] = −m(R cos λ − a)x
+m(� + a − R cos λ)x1;

[w] = z + z1 ; A[r] = mR sin λx + mρx1.

À quoi s’ajoute une condition cinématique, en K1

après le choc :

v1 sin λ + w1 cos λ

− p1[ρ cos λ + (� + a − R cos λ) sin λ] = 0.

Tandis qu’en K, avant le choc on a :

v0 sin λ + w0 cos λ − p0a sin λ = 0.

Ce qui donne en soustrayant :

[v] sin λ + [w] cos λ

− [p]{ρ cos λ + (� + a − R cos λ) sin λ}
= p0[ρ cos λ + (� − R cos λ) sin λ].
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On a donc 7 équations aux 12 inconnues : [u], [v], [w],
[p], [q], [r], x, y, z, x1, y1, z1.

L’élimination des sauts de vitesse est facile, et
donne une condition pour les composantes des deux
percussions.

A{(y + y1) sin λ + (z + z1) cos λ} + . . .
+ [m(R cos λ − a)y − mR sin λz

− m(� + a − R cos λ)y1 − mpz1]

× [ρ cos λ + (� + a − R cos λ) sin λ]

= Ap0[ρ cos λ + (� − R cos λ) sin λ].

On peut introduire les composantes normales et tan-
gentielles, (dans le plan méridien du choc) des per-
cussions :{
N = y sin λ + z cos λ ; N1 = y1 sin λ + z1 cos λ
T = y cos λ − z sin λ ; T1 = y1 cos λ − z1 sin λ

.

Il vient alors :

A[N +N1] + m[−R − a cos λ)T
− a sin λN + (R − a cos λ)T1

− [ρ cos λ + (� + a − R cos λ) sin λ]N1]

× [ρ cos λ + (� + a − R cos λ) sin λ]

= Ap0[ρ cos λ + (� − R cos λ) sin λ].

Désignons par d la distance KK1, prise positivement :
d = ρ cos λ + (� − R cos λ) sin λ = �

sin λ ·

Il reste :

A
d

(N +N1) + m[(R − a cos λ)(T + T1)

− a sin λ(N +N1) − dN1]

(
1 +

a sin λ
d

)
= Ap0,

ou

A(N +N1) + m

[
(R − a cos λ)(T + T1)

− a sin λ(N +N1) − �N1

sin λ

] (
�

sin λ
+ a sin λ

)
=

A�p0

sin λ
·

Dans le cas numérique � = 4R
5 , cos λ = − 3

5 , sin λ = 4
5

et

A(N +N1) + m

[(
R +

3a
5

)
(T + T1)

−a
4a
5

(N +N1) − RN1

] (
R +

4a
5

)
= ARp.

Dans le cas présent le choc a lieu, θ croissant, donc
p0 =

∂θ
∂t avant le choc est > 0 ; de plus N et N1 sont

> 0 et |T | < fN ; |T1| < fN1.

On a donc :

m

(
R +

3a
5

) (
R +

4a
5

)
(T + T1)

>

[
4am

5

(
R +

4a
5

)
− A

]
+ mr

(
R +

4a
5

)
N

N +N1
·

Si le crochet est > 0, cela donne une borne inférieure
pour f .

D’autre part, on a

A[p] = m
[
(R − a cos λ)(T + T1)

− a sin λ(N +N1) − �N1

sin λ

]
= m

[(
R +

3a
5

)
(T + T1) − 4a

5
(N +N1) − RN1

]
.

Or, l’inégalité exprimant p0 > 0 donne :

m

[(
R +

3a
5

)
(T + T1) >

4a
5

(N +N1) + mRN1

]
− A(N +N1)

R + 4a
5

·

Donc [p] ≥ (N+N1)
R+ 4a

5
·

Puis

AR[p0 + [p]] ≥ A(N +N1) − A(N +N1)

R + 4a
5

+ m

(
R +

3a
5

) (
R +

4a
5

)
(T + T1)

− 4am
5

(
R +

4a
5

)
(N +N1)

− mr

(
R +

4a
5

)
N1

≥ 4a
5R + 4a

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣A − m

(
R +

4a
5

)2⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (N +N1)

+ m

(
R +

3a
5

) (
R +

4a
5

)
(T + T1)

− mR

(
R +

4a
5

)
N1;

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
R + f

(
R +

3a
5

)
+

(
R +

4a
5

)
≤ 20aA

m(5R + 4a)2

(2 + f )
R
a
+

1
5

(4 + 3 f ) ≤ 20A

m(5R + 4a)2
· 16a

5(5R + 4a)

.
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Tippe-Top avec Maple ?
Les lecteurs sont invités à concevoir un pro-

gramme Maple qui anime le mouvement de la tou-
pie Tippe-Top en utilisant les équations précédentes
et à me le faire parvenir. Une version compatible avec
Maple V.5 est souhaitée.
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