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Somme des aires des cercles tangents aux frontières de l’Arbelos 
Lazare Georges VIDANI 

 

Résumé. Arbelos signifie « couteau du Savetier ; le but de l’article est de calculer la somme des aires des 

disques tangents aux deux cercles frontières, et tangents entre eux. 
 

La figure 36 des « récréations Mathématiques et Physiques » de OZANAM (de l’Académie Royale des Sciences, et Professeur de 

Mathématique) éditées à Paris chez Jombert rue Saint Jacques, au coin de la rue des Mathurins, à l’Image Notre Dame en 1689, 

avec Privilège du Roy est :  

 
ÉNONCÉ : Deux demi-cercles de diamètre OA=a et OB=b sont tangents intérieurement. On construit le cercle C1 tangent 

à OA et aux deux demi-cercles, puis le cercle C2 tangent à C1 et aux deux demi cercles, et ainsi de suite… Calculer la 

somme ∑des aires des cercles C1, C2…., Cn,…. 
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L’intérêt de cet exercice est qu’il mêle étroitement, géométrie, analyse, séries de Fourier, fonctions analytiques                                             

 
 

Et encore plus visuel : illustré par Jos LEYS 

  

                        
 

SOLUTION : l’inversion ℑ(0,𝑎2) transforme les deux cercles (A) et (B) en deux demi droites 

perpendiculaires en A et C(c) avec 𝑐 =
𝑎2

𝑏
, à OA, et les cercles Cn en les cercles C’n, qui parce que 
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l’inversion conserve le contact, sont tous tangents aux deux demi droites précédentes ;, donc tous de 

même rayon 𝑅′𝑛 =
𝑐−𝑎

2
 et leurs centres C’, vérifient immédiatement (I étant le milieu de AC) 𝐼𝐶′𝑛 =

(𝑐 − 𝑎) (𝑛 +
1

2  
). 

En outre les cercles Cn sont aussi homothétiques des cercles C’n, dans les homothéties respectives 

𝕳(O,kn) où 𝑘𝑛 =
𝑂𝑇𝑛

𝑂𝑇′𝑛
=

𝑎2

(𝑂𝑇′𝑛)2
  car 𝑂𝑇𝑛. 𝑂𝑇′𝑛 = 𝑎2, la figure n’étant faite que pour T1 et T’1 ; 

 

Mais 𝑂𝑇′𝑛
2  est aussi la puissance de O par rapport au cercle 𝐶𝑛

′  donc égale à 𝑂𝐶𝑛
′ 2

− 𝑅𝑛
′2, or par le 

théorème de Pythagore appliqué au triangle 𝑂𝐼𝐶𝑛
′  , 𝑂𝐶𝑛

′ 2
= 𝑂𝐼2 + 𝐼𝐶𝑛

′ 2
 par conséquent 

 𝑂𝑇′𝑛
2 =  𝑂𝐼2 + 𝐼𝐶𝑛

′ 2
− 𝑅𝑛

′2 
 - 

L’aire de Cn est donc 𝑆𝑛 = 𝑘𝑛
2(𝜋𝑅′2) =

𝑎4𝜋
(𝑐−𝑎)2

4

[
(𝑐+𝑎)2

2
+

(𝑐−𝑎)2

2
(2𝑛+1)2−

(𝑐−𝑎)2

4
]

2 =
4𝜋𝑎2𝑏2(𝑎−𝑏)2

[4𝑎𝑏+(𝑎−𝑏)2(2𝑛+1)2]2 

(car le rapport des aires est le carré du rapport d’homothétie) 
 
Donc                     

 𝚺 = 𝟒𝝅𝒂𝟐𝒃𝟐(𝒂 − 𝒃)𝟐 ∑
𝟏

[𝟒𝒂𝒃 + (𝒂 − 𝒃)𝟐(𝟐𝒏 + 𝟏)𝟐]𝟐

+∞

𝒏=𝟏

 

Or soit par la théorie des fonctions analytiques, soit par celle des séries de Fourier en développant la 
fonction 𝑓𝑡(𝑥) paire, 2𝜋  périodique égale à cos(tx) sur [−𝜋, +𝜋], 𝑡 ∈ ℂ − ℝ (formule valable pour t 
complexe, en particulier t=iu u réel, où le cosinus devient ch) on obtient :  

 

cos 𝑡 𝑥 =
sin 𝑡𝜋

𝑡𝜋
+

2𝑡 sin 𝑡𝜋

𝜋
∑(−1)𝑛−1

+∞

𝑛=1

cos 𝑛𝑥

𝑛2 − 𝑡2
 

 

soit pour 𝑥 = 𝜋, la formule d’EULER (1755) (cas particulier du théorème de Mittag Leffler (qu’une 

légende rend responsable du fait qu’il n’y a pas de prix Nobel de Mathématiques…) cot 𝜋𝑡 =
1

𝜋𝑡
+

2𝑡

𝜋
∑

1

𝑛2−𝑡2
+∞
𝑛=1   et en changeant t en it coth 𝜋𝑡 =

1

𝜋𝑡
+

2𝑡

𝜋
∑

1

𝑛2+𝑡2
+∞
𝑛=1  

Soit ∑
1

𝑛2+𝑡2
+∞
𝑛=1 =

1

2𝑡2
[𝜋𝑡 𝑐𝑜𝑡ℎ𝜋𝑡 − 1]  avec 𝑡 ∉ 𝑖ℤ 

 

Posons 𝑡 = √
𝛼

𝛽
, ∝> 0, 𝛽 > 0 ∑

1
∝

𝛽
+𝑛2

+∞
𝑛=1 = 𝛽 ∑

1

∝+𝛽𝑛2
+∞
𝑛=1 =

𝛽

2∝
[𝜋√

𝛼

𝛽
 𝑐𝑜𝑡ℎ𝜋√

𝛼

𝛽
− 1] et donc   

∑
1

∝+𝛽𝑛2
+∞
𝑛=1 =

1

2∝
[𝜋√ 

𝛼

𝛽
 𝑐𝑜𝑡ℎ𝜋√

𝛼

𝛽
− 1] = 𝜑(∝, 𝛽)  or ∑

1

∝+𝛽𝑛2
+∞
𝑛=1 = ∑

1

∝+𝛽𝑛2
+ ∑

1

∝+𝛽𝑛2𝑛 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑖𝑟𝑛 𝑝𝑎𝑖𝑟  

 

Donc  

∑
1

∝+𝛽(2𝑘+1)2 =𝑘≥0  𝜑(∝, 𝛽) − 𝜑(∝ ,4𝛽) =
1

2∝
[𝜋√ 

𝛼

𝛽
 𝑐𝑜𝑡ℎ𝜋√

𝛼

𝛽
  −   −𝜋√ 

𝛼

4𝛽
 𝑐𝑜𝑡ℎ𝜋√

𝛼

4𝛽
  ]   

En simplifiant : 
 

∑
1

∝ +𝛽(2𝑘 + 1)2
=

𝑘≥0

𝜋

2√∝ 𝛽
[ 𝑐𝑜𝑡ℎ𝜋√

𝛼

𝛽
   −

1

2
coth

𝜋

2
√

𝛼

𝛽
] 
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« Or » la formule de trigonométrie hyperbolique  cot 2𝑢 =
1

𝑡ℎ 2𝑢
=

1+𝑡ℎ2𝑢

2 𝑡ℎ𝑢
=

1

2
coth 𝑢 +

1

2
𝑡ℎ 𝑢  nous 

donne alors : 
 

∑
1

∝ +𝛽(2𝑘 + 1)2
=

𝑘≥0

𝜋

4√∝ 𝛽
 𝑡ℎ (

𝜋

2
√

𝛼

𝛽
) 

La convergence de cette série et la convergence uniforme en particulier de la série dérivée (car 
normale sur [𝜀, +∞[ justifie une dérivation terme à terme (par rapport à  ∝), qui donne : 
 
 

∑
1

(∝ +𝛽(2𝑘 + 1)2)2
=

𝑘≥0

𝜋

8 ∝ √∝ 𝛽
 𝑡ℎ (

𝜋

2
√

𝛼

𝛽
) +

𝜋2

16 ∝ 𝛽
[𝑡ℎ2  (

𝜋

2
√

𝛼

𝛽
) − 1] 

 

Prenons ∝= 4𝑎𝑏, 𝛽 = (𝑎 − 𝑏)2, 𝑎 > 0, 𝑏 > 0 

Il vient, toutes réductions faites laissées aux bons soins du lecteur… 

 

𝚺 =
𝝅𝟐√𝒂𝒃

𝟏𝟔
[𝝅√𝒂𝒃 𝒕𝒉𝟐 𝝅√𝒂𝒃

𝒂−𝒃
+ (𝒂 − 𝒃)𝒕𝒉

𝝅√𝒂𝒃

𝒂−𝒃
− 𝝅√𝒂𝒃] = 𝝅𝟑 𝒂𝒃(𝒔𝒉 𝒓−𝒓)

𝟖𝒓(𝟏+𝒄𝒉𝒓)
  𝒂𝒗𝒆𝒄 𝒓 =

𝟐𝝅√𝒂

𝒂−𝒃
  

 

On peut chercher des équivalents, lorsque b tend vers a. 
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de François Lavallou « Des cercles Touchants » pages 18-22 et le non moins esthétique 
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Sitographie 

Magnifiques images du site de Jos Leys (Ingénieur-artiste, géomètre)   

                            https://images.math.cnrs.fr/_Leys-Jos_.html 32 citations dans 

https://www.pourlascience.fr/sr/logique-calcul/jos-leys-un-artiste-geometre-2444.php pour la 

science 342 avril 2006 index http://www.josleys.com/galleries.php?showdate=1  
                                                                               

(1)    http://www.josleys.com  
(2)    http://www.josleys.com/show_image.php?galid=286&imageid=9115 (couverture de 

tangente) 

(3)    Arbelos flottant :   

http://www.josleys.com/show_image.php?galid=287&imageid=9147  

 

(4) ARBELOS https://fr.wikipedia.org/wiki/Arbelos  (beaucoup de liens Mathword, 

Boas… 

 

(5) En ancien grec https://en.wiktionary.org/wiki/arbelo  

 

(6) https://images.math.cnrs.fr/L-arbelos-Partie-I.html  

 

(7) Tranchet http://www.numdam.org/article/BSMF_1944__72__68_0.pdf  

 

 

 

14 XII 22 Esculier  ça fait peut-être une image plus carrée et la partie cercles inverses grossie en se limitant à 3 cercles à 

droite. 13 XII "Je te ferais les images que tu veux à une seule condition : je ne veux 
pas de référence à mon nom pour ces images ( ça ne présente aucune difficulté 
(*) à faire ) et je ne fais rien sur l'article. 
Si je te propose une image décorative, je mettrai mes références sur l’image. 
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http://www.josleys.com/show_image.php?galid=287&imageid=9147
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https://en.wiktionary.org/wiki/arbelo
https://images.math.cnrs.fr/L-arbelos-Partie-I.html
http://www.numdam.org/article/BSMF_1944__72__68_0.pdf
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