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Les épi ou hypo trochoides

(zip2 TEX heyclog.tex) version Zip II : 07 04 04 21h00

EPI ET HYPO CYCLOIDES ALLONGEES OU RACCOURCIES

A) ’EQUATIONS ‘ Par convention, tous les cercles seront orientés dans le sens trigonométrique. Soit (O, R)

le cercle base, (C,r) le cercle roulant mobile tangent en I au cercle base, A sur le cercle base, une des positions du
point M du cercle roulant, quand M est sur la base, c’est a dire coincide avec I. Nous introduisons le parametre ¢,
qui sera +1, lorsque le cercle roulant est extérieur au cercle base (préfixe épi), et —1 lorsque I'un des deux cercles est
intérieur & lautre (préfixe hypo lorsque le cercle roulant est intérieur au cercle base, préfixe péri lorsque le cercle base
est intérieur au cercle roulant) -voir la figure ci dessous : Nous appellerons préfixe-cycloide ou préfixe -trochoide, ou
préfixe € { épi,périhypo}, le lieu du point P, lié au disque roulant, tel que CP = p > 0 ; Par commodité et simplicité
nous réserverons le mot cycloide lorsque p = r et celui de trochoide dans le cas p # r ou bien dans le cas général
complet, lorsqu’on ne veut pas isoler le cas p = r cycloidal ; la préfixe-trochoide sera dite allongée si p > r raccourcie

si p < r. Nous poserons pour toute la suite : ‘p =CP, v/ =er, p' =¢p, (OA,0I) =t (27), (CM,CI) =6 (27) ‘

Le roulement sans glissement se traduit par :

AAI—f—El\EIzol;Rt—i—m“Q:O; Rt+r'0=0]|(1)

Nous constatons que IC est du sens de €01 et, er =1’ = (IC),, ot u = <§?§:)

Par Chasles nous avons : (O1z1,CP) = (O1x1,01) + (OI,CI) 4 (CI,CP) =t + =7 — 6 posé égal a .

OP = OC + CP = (er + R) (Z?g:) +p (g?;g) Or la condition de roulement sans glissement (1) s’écrit

0=—Ldonct—0=t(1+L)=mtenposant m=1+B =1+81(2)
ON REMARQUE que ¢ est du signe de m — 1 ; mer = er + R donc ere = af fize(IC) = %affixe(OC) =
L(er + R)e" et | affixe(OI) = Re'* = affixe(OC) — affixe(IC) = (1 — 1)Z¢

. _ ( (er + R)cost — pecosmt \ . , it imt
Ainsi OP = ( (er + R)sint — pesinmt Si z; est affixe absolue de P on a |z1 = mr'e p'e I (3) formule

que nous interprétons par : préfixe-trochoide(m, r, p).

Nous remarquons que 7’ et p’ sont de méme signe (celui de € donc m — 1, OP est la somme de deux vecteurs
“tournants”, et que le produit des coefficients de €'t et de €™ est du signe de —m ; m ou son inverse (on anticipe déja
ainsi la double génération de CREMONA) s’obtient en faisant le rapport des deux exposants. € est donné par le signe

de m —1 ; p est alors le coefficient de €™ multiplié par —e, r celui de e® multiplié par = R=er(m—1)=rm-1],
et I'affixe de I est Re.

Enfin (m—1)r = eR. m = 1 donne R = 0 sans intérét et nous avons les relations: |[R =er(m —1) et r=¢

_R_
m-—1 |

Si Oy n'est pas O1 A, par déplacement on a 1’équation générale des préfixes-trochoides par Z; = e’z + K.
Pour reconnaitre la trochoide, K est en évidence, et on calcule C' et le changement de parametre pour que les deux
exponentielles figurant dans Z — K soient de la forme e et ¢ : nous verrons cela de maniere plus précise dans la
double génération de CREMONA.

Montrons, avant de faire une étude plus technique, que la position de m par rapport a 0 et 1 permet de caractériser
le préfixe.

m>1<¢e=+1 EI?I
0O<m<l<e=-1,r>R PERI

T

° m—T+5R—1+slf>Oéquivautar+sR>O<:>r>—sR{

_ r+eR _ R P R B m < 0 impossible si e=+1carr >0
e m="=1+4e <0équivaut ar+eR <0 1< 6R{m<06:—1,r<R HYPO
Le cas m = 1 correspondant a R = 0 est écarté ; le cas m = 0 obligeant r = —e R donc ¢ = —1 est a enlever aussi

car correspond au cas HYPO avec r = R, le cercle roulant est confondu avec le cercle base auquel il est intérieur .... :
les cas m = +o0o correspondent au cas r = 0 -le cercle roulant est réduit a un point, on ne peut évoquer de roulement
sans glissement : “on n’avance pas ....”. Ci dessous un tableau syntheése de la NOMENCLATURE (*) :

(*) Et non “nomenklatura” comme dans certains ministéres ou chez les barbares de lest (texte écrit en 1988).
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m| —oo m< —1 m=—1 —-1<m<0 0 O<m«<l1 +1 1<m +o0

HYPO de type 1 HYPO avec r = % HYPO de type 2 PERI r >tR letcerE EPI le cercle rou-
avec r < o le cercle le cercle roulant avec £ <r < Rle eecggc eaL ase on IC%IE&%S gg(écerleur at
roulant ne contient passe par le centre cercle roulant con- |& = —1 e=+1

pas le centre du cer- du cercle base. tient le centre du

cle base. e = -1 ¢=-1 cercle base e = —1

Exemple: considérons l'arc z = cost(v/2cost + 1), y = sint(v/2cost — 1), alors z = x + iy = ‘f f e?it e~
en comparant avec (3) (attention le parametre de la formule (3) n’est pas forcément égal au parametre de la courbe

qu’on veut lui identifier) m rapport des deux exposants est égal & —2 < 0, ¢’est donc une hypocycloide, donc e = —1 ;
p= ‘[ smr’' =1, r=31;R=e(m—1)r=3. A cause de la translation de vecteur (g, 0) la courbe étudiée est une

hypocyclmde de type 1, allongée (p > r) obtenue par roulement sans glissement d’un cercle de rayon r, roulant sans
glisser intérieurement au cercle translaté du cercle (01, R).

B) |SYMETRIES ET REPETITIONS | Dans la formule (3) changeons £ en ¢ + h : 2, (t + h) = mr'eiteih —
p/eimt 6irnh .

Il y a intérét a ce que e = €™ soit (m — 1)h = 27, or m # 1 donc h = . Il suffit d’étudier la courbe pour ¢
dans un intervalle de largeur h, et d’effectuer ensuite sur I'arc obtenu toutes leb l“OtathIlb de centre O; et d’angle kh ol
k appartient & Z car alors 21 (tJr h) = ez, (t) ; de plus z1(—t) = z1(t). Nous prendrons donc comme intervalle d’étude
I'intervalle [0, m] et pour avoir toute la courbe, outre les rotations précédentes, nous effectuerons une symétrie
orthogonale par rapport a 01x7.

De plus

revient a multiplier z(t) par eizw/‘m’1 donc a effectuer sur la

m— 1’
trochoide (3) une rotation de centre O et d’

m—

C) ’LA NORMALE EN P EST PI‘ Nous le savons déja, a cause de la théorie classique du centre instantané
de rotation (rappelée en annexe I) qui est ici I, par suite du roulement sans glissement du cercle roulant sur le cercle
base ; En particulier dans le cas cycloidal p = r, la tangente en M est MJ ; (J point diamétralement opposé a I
sur le cerle roulant). On peut le vérifier analytiquement : la tangente en P, supposé non stationnaire (nous verrons
ce cas a part) est dirigée par le vecteur d’affixe dérivée : ddztl = mi(r'et — p'e™!), or IP = IO + OP est d’affixe

— Re't = r'e?* — p/e?™*, et est bien orthogonal au vecteur tangent en P, puisque le rapport des affixes de ces deux
vecteurs est imaginaire pur. Par prolongement des égalités par passage a la limite, ceci est encore vrai pour un point
stationnaire.

D) | DEVELOPPEES DES PREFIXE-CYCLOIDES | (cas p = r) -

Si M’ est diamétralement opposé & M sur le cercle roulant alors M’'J est homothétique de M I, normale en M,
dans H(O, %) = H(O, £42<). Or (par la théorie du Centre Instantané de Rotation (CIR) dans un mouvement plan
sur plan) M’J est tangente en M’ & la courbe cycloidale décrite par M’ qui est déduite de celle décrite par M dans
la rotation R(O, 7 %) ; L'enveloppe de M1, c’est a dire la développée du lieu de M, est donc I’homothétique par H!
de I’enveloppe de M'J : la développée du lieu de M en est donc la courbe semblable par H~! o R.

Le calcul analytique n’est pas plus difficile, que dans le cas de la cycloide :

Oz _ (e — '™t = mr e (—2i sin (MLt ) ) donc a = (0121, MT) = (mﬂ)t + k.

_ Ozm imt__ . imt _ 2mr’ (it _ imt+iry _ m—1 i(t+h) _
Or la représentation de la développée est Z = zps —HT mr'e™t —p'etmt —=n (e —e ) = mg(me
6imt+zh+27r)671h

m 3 ainsi Z =

Nous voulons pour retrouver (3) que m(t + h) = mt + h + 7, soit (m — 1)h = 7, h =
- ﬁr' e” T 2y (t 4 h) : la développée est une courbe semblable, exactement de méme genre : c’est le méme m et le
méme €.

On peut aussi, pour prouver la conservation du type cycloidal, par recherche de la développée, prouver que
I'équation I’EULER des préfixes- cycloides avec p = r est Dy : wxcos® + ysind — p(8) = 0 avec p(0) = psin(k6 + k'),
la développée étant 1'enveloppe de Dy [2].

) ]RE’CIPROQUE ET DOUBLE GENERATION DE CREMONA‘ (prénom Luigi (sic)) [Pavie 1830
- Rome 1903] (Photographie dans le dictionnaire Russe Math- cesquille I’American Mathematical Monthly octobre
1993) et sur le Web dans les sites historiques http : //www — history.mcs.st — and.ac.uk/ ~ history/BiogIndex.html.
Nous allons montrer que tout point P, tel que O P soit la somme de deux vecteurs “tournants”, a comme lieu
une courbe préfixe-trochoidale, dont nous allons déterminer base et roulante associée : fait remarquable, il y aura deux
solutions : c¢’est la double génération de CREMONA.
i Premiére méthode




01 P, est de la forme O1 A1 + 01 A2 avec O14; tel que ||O14;]] = s; et (O121,014;) = wjt+«a; avec des notations
évidentes. P est le quatrieme sommet d’un parallelélogramme construit sur les deux vecteurs tournants O A; ; Nous

écartons le cas w; = wy car P décrirait un cercle. Le cas d’'un w; nul correspond a un cercle a une translation pres,

, . 01 A; . . . o
nous I'écartons aussi. Nous posons u; = =~ et v; = fu;. vecteur directement perpendiculaire & wu;.
J

A une commutativité pres de addition (ce qui revient & permuter les indices 1 et 2), par référence a (3) nous
cherchons a identifier :

Zp = Slei(wlt+a1) 4 8261(w2t+a2) — Sleiwlt + S2eiwgt A eiK [mr/ev',u _p/eimu]

(les parametres n’étant pas forcément les mémes) Il n’est pas question de chercher u, comme fonction implicite
de t, (probléme ouvert..), essayez donc seulement de résoudre 3 + 2 = 3% 4 2¢™ (poser T = e et U = e'*), et
plus généralement Ae’t + Bei™ = Cei + De'™' v avec A, B,C,D,m # 0 réels donnés et de trouver s’il y a d’autres
solutions V¢, en C, D, m’, u réels, que celles SUFFISANTES que nous élucidons ci dessous ! (Un tiré a part électronique
ou une disquette, sera envoyé, au premier lecteur (date du cachet postal ou du message électronique faisant foi), qui
résoudra ce probléme général)

Compte tenu des changements de parametres constatés, lors de la recherche des symétries, il est logique de se
limiter & chercher une identification en prenant .

On peut dire aussi d’apres la ligne précédant (2) OP = OC + C'P, que 'identification revient & choisir lequel des
deux termes qui interviennent dans Zp est I'affixe de OC' : mr’e(“t5) . Nous nous en souviendrons au moment de
retrouver 'affixe de I, dans les deux générations possibles.

L’indépendance des exponentielles polynémes & la permutation évoquée pres) prouve, comme au moins (en fait
les deux) un des coeflicients s1, so est non nul, que 'identification proposée équivaut (& la permutation évoquée pres)
a:

a = wi, am; = wy donc my = %’ : on constate que 'autre solution ms donnée par permutation vérifie mymo = 1,
(*) donc les m; sont de méme signe, et distincts car wy # wy, sauf dans le cas ol ils sont £1 que nous savons étre de
peu d’intérét.

€1 est du signe de m; — 1 = %2 — 1 et €5 de celui de % —1.

w
D’apres la NOMENCLATURE les deux générations (si elle existent ce que nous confirmerons) sont de méme

type : ’TOUTE HYPO-1 est HYPO-2 ; TOUTE EPI EST PERI‘
{mlr’le“‘e”{ = sl — {mlalﬁeibe”{ =s1e!M = G
p/lei(mlb+K+7r) _ 5261'042 Elplei(m1b+K+7r) — 8261'(12 — 52
Ce qui équivaut, par identification des modules et des arguments (modulo 27) des deux membres & :
|milry =815 p1 =52
b+ K =a1 + (1 —eisgn(m1)f = a1 +arg(exmy) = oy + arg(er) + arg(ma).
by + K =ax+(14+61)5 =azx+arg(er) +
Ce dernier systeme étant toujours compatible, puisque de déterminant 1 — m; non nul. Il détermine b et K.
Il y a toujours deux modes de génération distincts (car mj # ms) (nous avons réglé les cas sans intérét m; =
mo = £1) et deux seulement, résumsés ci dessous.

W : W S
my; = 32, &1 est du signe de m; — 1, r; = Sl|vT;| = w5, P1 = sz, Ry =rijm; — 1] =
1
mj

s1]1— |, a1 =w1, u=ajt+by, (1—m;)by =a3 —az—e1(sgn(my)+1)2, (1-m1)K; =

29
o [I1 —my| = 1= [mu], bi(1—my) = ag —az +arg(mi) -7, Ki(1 —m;) =

ag —ayml + (1 — my)arg(ey) + 7 — myarg(my )

Qg —mjyag +

my = :"v—;, g9 est du signe de my — 1, ry = szm—f = ;—22, p2 = s1, Ry = rajmy — 1| =
s2|l — -], a2 = w2, u=ast +by, (1-my)by = az —a1 —ez(sgn(mz) +1)F, (1 -my)K; =

o1 —Mmoag + ‘}:%zlﬂl —mga| —1—|mgy|], ba(1—ms3) = as—a; +arg(ms) — 7, Ka(l—mjy) =
a1 —azm2 + (1 — mg)arg(ez) + 7 — moarg(my)

ON REMARQUE QUE LT = p1|m1| et que po = 7"1|m1| et pip2 = 112, Moy = 1 par Conséquent % — 2 et

mi’ P2
; P1 A 2 _ Iz _Pp2
e simy <0, m < —-B < < 2= (car mg <0 et o < 0) mg > b
; p1 1 r2 P2
esim; >0, m <B = -< 2= (car mg > 0) ma > £
Ce qui explique les symétries, par rapport aux deux cases m = —2, p=r et m = £, p = du tableau

général des formes.
A cause de la formule (3), que nous traduisons, par préfixe-trochoide (m, (r,p)) nous avons la traduction de la
double génération de CREMONA, par 'identification :

préfixe-trochoide(m, (r, p))=préfixe-trochoide(L, |m|(p,r)) I (4)

(*) (Pour les initiés on devrait marquer M ]_ m2=1)
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ON REMARQUE AUSSI QUE : Ry = s1|1 — ms| = %RQ, donc une condition nécéssaire et suffisante, pour que
dans les deux générations de CREMONA, les cercles bases soient les mémes est que py = ro <= |w1s1| = |wasa| c'est
a dire que la courbe soit une préfixe -cycloide. Dans la remarque qui suit (2), nous avons constaté que :

ZIj = (1 — mij)Sjei(wjtJ'_aj) , par conséquent, L P=0,P-01; = 01A1+01A2—(1—%)01A1 — w201 414w, 014,

wy

et par permutation w1 P = wyloP, : P est aligné avec les deux points de contact des cercles roulants des deux
génération avec leur cercle base et de maniere plus précise, il en est méme le (wy, —wsy) barycentre.

Le point I peut aussi se trouver en dérivant Oy A; (t)+ 01 A3(t) et en liant s1, s2, w1, wa, a7, ag, pour que la dérivée
soit nulle (théorie du C.LR.).

Cette premiére méthode est certes lourde, besogneuse (suivez mon regard indulgent, charitable et gentil) mais elle
a son intérét et se complete avec la suivante plus ra pide et compacte.

Seconde méthode

\ 7 re 7 . ; 7 y y / 7

Le probléme est de résoudre en les réels C, D, u, m’ I'équation Ae® 4+ Be!™ = Ce' + De'™ “, avec A, B, m réels
donnés non nuls et ¢ parcourant R.

Avec les notations du début de cette rubrique : A = eXmr’, B = —e'Kyp'.
Aezt Cezu
Be imt Dezm’u
k7 (k entier pour gérer la différence éventuelle de
L . A~
W k! entier, avec la méme remarque

e Une premiere possibilité est d’essayer de réaliser {

L’identification des modules des deux membres donne C' = Ae
signes de A et C, pair si le signe est le méme, impair sinon), et de méme D = Be
que pour k.
t=u+ (k+2r)r
mt =m'u+ (k' + 2s)w
L’élimination de u entre ces deux équations u = t — (k + 2r)7 donne mt = m/(t — (k 4+ 2r)m)) + (K’ + 2s)m, et

L’identification des arguments des deux membres donne alors { avec 7,5 € N.

comme cela doit avoir lieu pour tout ¢, 'identification donne ’m’ =m,| mk+2r)=k'+ 25‘

Mais comme m n’est pas nécessairement rationel, le seul choix possible des entiers k, k', r, s est parfois k = k' =
r = s = 0, en particulier lorsque m n’est pas rationel.

Ceci avec C = A = e'8my’, D = B = —e'¥p’ fournit la premiere génération de Cremona.
e , Lo Aett = Deim’u
e Une seconde possibilité est d’essayer de réaliser
Be imt __ Cezu

L’identification des modules des deux membres donne D = Ae™*™ (k entier pour gérer la différence éventuelle de

. . . . ~ . . . ~ 1. . ~
signes de A et D, pair si le signe est le méme, impair sinon), et de méme C' = Be? ™ k' entier, avec la méme remarque
que pour k.

_ !
L’identification des arguments des deux membres donne alors {t =m'u+ (k+2r)7 avec 7,5 € N.

mt =u+ (K +2s)w
L’élimination de u entre ces deux équations u = mt — (k' + 2s)m donne t = m/(mt — (K’ + 2q)7)) + (k + 2r)7, et

comme cela doit avoir lieu pour tout ¢, 'identification donne [m'm =1, m’ = X | m(k + 2r) = k' + 2s

Mais comme m n’est pas nécessairement rationel, le seul choix possible des entiers k, k’, r, s est parfois k = k' =
r = s = 0, en particulier lorsque m n’est pas rationel.

’le point de parameétre u de la seconde génération est celui de parameétre t de la premiére‘

Ceci avec D = A = e'Emyr’ C = B = —e*Xp’ fournit la seconde generatlon de Cremona.
En se limitant au choix (toujours pos&ble et compatible) p = ¢ = r = s = 0 et en convenant de noter
(m, A, B,t) la trochoide définie par z = Ae® + Be™™ la double génération de Cremona se résume synthétiquement

en | préfixe — trochoCde(m, A, B, t) = préfixe — trochoCde( ,B, A, u=mt)

De maniére mnémotechnique, on permute les termes moyens A, B, on divise par m le premier, et on multiplie par
m le dernier.

F) | ETUDE ET PROPRIETES |
Nous avons vu qu’a une rotation prés nous pouvons nous ramener & la forme z; = mr’e® — p’e?™t
) Régionnement :
2z = m?r?+p? —2prm cos(m—1)t, ainsi OP2 est entre (mr+p)? et (mr—p)? atteints seulement pour cos(m—1)t =
+1, donc pour (m — 1)t = km, t = k(m el =¢€ ‘e™t et alors OM2 (mr — (=1)¥p)? le cercle intérieur est atteint
pour m positif (épi et péri) et k pair, le cercle extérieur est atteint pour m négatif et k impair. Un des cercles ne peut
étre réduit a lorigine que si mr = +p.




b) Recherchons les points stationnaires éventuels, ils sont donnés par 2] = 0 soit mi(r’e’ —p’e™™) = 0,

m nul étant écarté, la seule possibilité est £ = €™~V donc de module 1, r = p et comme Z > 0, t = 25T
p P m

Il n’y a donc de points stationnaires, que dans le cas cycloidal et d’apres a) a cause de la parité de 2k, ils sont
tous sur le méme cercle de régionnement, qui est le cercle de régionnement intérieur, dans le cas épi-péri et extérieur
dans le cas hypo, et qui est en plus le cercle de BASE puisque R = |m — 1|r = |mr — p| puisque ici p = r. Le roulement
sans glissement se fait donc sur le cercle ou sont les points stationnaires.

¢) La tangente en un point stationnaire M, est portée par le rayon OM. En effet alors en un point
stationnaire e'to = ™0 2 (tg) = r'(m — 1)eto, 2 = mi(r'e — p'e?™), 21 (tg) = 0, 271 = —m(r'e’t — p'me'™?),
271(tg) = —mr’e*(1 — m) non nul est colinéaire & z(ty) affixe du rayon OM, de plus 27} (tg) = —mie’™° (1 — m?)
est non nul et orthogonal & 2” (¢p) (sauf si m = —1 ,cas de ’hypocycloide & deux rebroussements, segment de droite,
que nous verrons plus loin et qui correspond a 1+ 5% = —1,donc e = —1 et R = 2r) ; Les deux entiers fondamentaux
en M sont sont 1 et 2 : le point M est stationnaire, point de rebroussement de premiere espéce. Si nous nous étions
contenté de la tangente, nous aurions pu utiliser plus rapidement le théoréme qui dit que si 2’ = r(t)Z(¢) out r(tg) est
nul, mais Z(tp) non nul, alors Z(¢y) dirige la tangente -Nous aurions pu aussi pour avoir les entiers fondamentaux,
faire un développement limité de z(¢) au voisinage de to.

d) En un point non stationnaire d’un cercle de régionnement, la tangente est tangente au cercle. En
effet en un tel point

t= B et = (—1)keit 2 (t) = et (mr’ — (—1)Fp), 2} (t) = mi(r’ — (=1)*)e’ est orthogonal & z(t) (rapport

. . . m71 ’
imaginaire pur).

e) Nous avons vu, dans le cas cycloidal, (il n’y en a que dans ce cas), les points de rebroussement

correspondaient & (m — 1)t = 2k7 soit £§t = 2km = —&0, c’est a dire quand M a fait un tour complet sur le cercle
roulant ; Le nombre de points de rebroussement, quand I a fait un tour sur le cercle base est donc 22’773 = |m — 1],

on peut toujours, a cause de la double génération de Luigi CREMONA, supposer |m| > 1 : En particulier si m est
entier, on revient au point de départ et le nombre de rebroussements pour un tour est aussi le nombre total et on a
les exemples :

EPICYCLOIDES m = 2,3,4,5 le nombre de rebroussements est respectivement 1,2, 3, 4.

HYPOCYCLOIDES m = —1, -2, -3 , il y a respectivement 2, 3,4 rebroussements ; nous en étudierons certaines
plus en détail plus loin.

f) Etudions la forme ; on a vu qu’a des rotations pres et une symétrie pres par rapport a Oizq,

on pouvait réduire l'intervalle d’étude & [0, |m”—_1|} Grace a la double génération, au besoin en remplagant m par
%, on peut supposer |m| > 1 alors d’apres la nomenclature : m > 1 donne ¢ = 1 ; m < —1 donne ¢ = —1. et
r < & posons s = |z| ; on va étudier la courbe en coordonnées polaires : s? = m2r? + p?> — 2mpr cos(m — 1)t,

z1 = mr’ cost — p’ cosmt + i(mr’ sint — p’ sinmt) et tan(Argz) = tgp = % s (14 tamp)%—f = Xz(z) ol
Ju

u(t) = m[mr? + p% — (m + 1)pr cos(m — 1)t] et Am — 1% est du signe de m(m + 1) sin(m — 1)t.

On a alors le tableau suivant :

(m — 1)t |0 premier cercle 7 second cercle
|z|% = s2 (mr —p)? décroit si m < 0, croit si m > 0 (mr +p)?
ﬁ +sim>0oum<—1; —sime[-1,0]
u mr(r —p(m — &) mr(r +p)(m+ %)

Le signe de u ne change que si u(0)u(r) < 0 c’est a dire | P = (r2 — p?)(m? — ‘r’—j) < 0}, ¢’est pour cela que les

valeurs de p, —2, £ interviennent dans la colonne de m a gauche (toute !) du tableau.

P = 0 signifie qu'un des cercles de régionnement est réduit a O ; la discussion est alors immédiate et on a le
tableau a double entrée suivant qui donne la classification de toutes les formes possibles ; de plus pour la double
génération pipy = rire, p1 > r1 implique py < ro ce qui explique les symétries.

Dans le tableau nous notons PO au lieu de P = 0, P+ pour P > 0 et P— pour P < 0.

Le numéro de chaque case est noté en oblique, en bas a gauche. les barres 7, ou “\, indiquent croissance ou
décroissance de la fonction a gauche de la barre oblique.

Le préfixe est en bas a gauche de chaque case ; On précise méme la sorte d’ hypo par son numéro a coté de H

quand on le sait c’est & dire quand on connait la position de m par rapport & —1 ; De méme pour péri et épi. (retourner
au besoin au tableau de NOMENCLATURE) (H hypo, P ou Pe péri, E ou Ee épi)
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Compte tenu de m = 1 + 6%, la condition de compatibilité, dans la case est signalée a coté du préfixe. m < 0
oblige e = —1 et r < R type Hypo, 0 <m <1 ae=—1et R <r type Péri, et m > 1 donne € = +1, type Epi.

Les symétries des formes dans certaines cases ont été justifiées dans E). D’autre part les différences de direction
des boucles comme dans les cases 3, 7 ,18 par exemple ne sont qu’artificielles et tiennent seulement au choix libre des
parametres du tracé, dans leur intervalle respectif correspondant a la case : par exemple pour 3 et 18, pour la forme
des trochoides allongées la boucle a son point double plus prés du cercle intérieur de régionnement dans la case 3,
tandis que dans la case 18 elle est plus proche du cercle de régionnement exterieur (de rayon le plus grand). En effet la
forme peut passer d'un type a I’autre selon que dans I'intervalle ouvert d’une demi-période |0, "=, il y a une valeur
r—R

P

ou non du parametre ¢ tel que tan ¢ peut ou non s’annuler. Ceci est donné par sint = sinmt. Or une étude

r—R

simple par exemple avec Maple de I’équation % = (Cte = , montre que selon m, R, r, p pourtant compatibles
avec les contraintes de la case, les deux possibilités peuvent se présenter.

Dans chaque case du tableau, j’ai reporté le graphique d’une trochoide, dont les parametres correspondent a
cette case. Chaque graphique a été fait grace au beau programme Maple V5 fait par Alain Esculier, que je remercie
encore, et qui est reproduit en annexe II, afin que les lecteurs puissent refaire les exemples correspondants ou tester
des essais personnels. Le fait que le programme n’accepte que R et r entiers, n’est pas génant, car il suffit de changer
d’unité puisque toute nombre informatique est en fait rationnel décimal puisque tout réel est tronqué. Chaque graphe
donne outre la courbe, les cercles de régionnement, de base et roulant. Le graphique étant fait sur la feuille Maple,
on sauve en Latex, ce qui fait que Maple produit un fichier *.eps associé au graphique correspondant. Comme Maple
entoure chaque graphique d’un rectangle qui peut étre génant en particulier dans une petite case d’un tableau, avec
un éditeur de texte on ouvre le fichier *.eps considéré et on y remplace la ligne numéro 10 : \ drawborder true def
par \ drawborder false def ce qui aura pour effet de supprimer le rectangle génant : on peut aussi utiliser pour chaque
graphique, dans maple la commande plotsetup. Ensuite j’ai intégré chaque graphique (il y en a 20) dans les cases
associées du tableau par la commande (le fichier TEX comprend au début \input psfig.sty, fichier qui permet ce genre
d’inclusion graphique)

\psfig{file=troc241.eps,height=25mm,angle=270}, ne fixer qu'une dimension permet de s’assurer que le graphe
respectera 'égalité des unités sur les deux axes. A vous maintenant de vous exercer pour tester ce programme.
Et éventuellement de rajouter des éléments : une fleche dans le sens des ¢ croissants, et méme avec l'animation
I’avancement du point au fur et & mesure du roulement, en téte de I'arc qui s’agrandit.

Le lecteur astucieux pourra faire des graphes en Maple avec des fleches d’orientation du sens du parametre ¢
croissant, et ’autorisation de r, R non entier et réintégrer le cas R = 0.

Le graphe correspondant a m = 1 a été tracé avec un autre programme, puisque celui en annexe ne supportait
pas R =0.

Puisque m = 1 +, arepsilon% et 7 du programme Maple, noté r, est en fait r, = r’ = er et comme p’ =,
arepsilonp = r, +h on a p =r + eh. Rappelons que p > 0 et r > 0.

Ceci explique les contraintes de choix dans I’en téte des colones : 0 < p < r équivaut a 0 > eh > —r dans le cas
raccourcie. p = r équivaut a A = 0 et enfin p > r correspond a eh > 0.

Dans ’en téte des lignes m < 0 impose € = —1.



m\p T-Raccourcie p < r Cycloide P = r T-Allongée p > T

s\ P+ ut+¢e / s\, POu+¢ s\ P—u—0+p\,

H1r<§ H1r<§
2 3
s\, POu=0p=Ctem=-1 s\, POu—op\,
H12
m=—1
_ R
H12T—§
5

H2r > %
8
Pr>R
11
s,/ POu+y s=Cte POu+¢ /
2
P = P+ FE —
T / \
P-E \ m=—-1e==1 J/
P Re=-1 9 c‘
re e / Cercle R=02z=0 \\
= R |13 NS -
p=r-+¢ 14
s/ P+ ut+yp / s/ POu+¢ ~
P i ,
p Pe=-1 N =
+00 Ee=1 C/ Ee=1
< R 1T
p<r+e 16
s\, P+ u=Cte>0¢p ~ s\, POu=0p=Ctem=-1 s\, P+ u=_Cte <0p\,
R=-2 H12 .
Ellipse .- | C Ellipse N
_ €= m= m=—1 %
m = —lpr Ellipse ‘ Hi2r =42 e
‘ = - 21 NS 7/
19 20=5

Traitons quelques cas particuliers ou bien exlus du tableau car sporadiques, ou incomplétement élucidés pour ne
pas surcharger la case associée :

° z=—-p',eR=—r,donce=—1etr=R: ilsagit du cercle de centre O; et de rayon p. Il s’agit du
cas intermédiaire entre Hypocycloide de type 2 (r > %) et le cas des Epicyclo'l'des : cercle base = cercle roulant.

° R=0et z=¢"(r' —p) il s’agit du cercle de centre O; et de rayon |r — p|.

° 5% = —2donce =-1,r= %, cas intermédiaire entre Hypocycloide de type 1 et hypotcycloide de
type 2. z = (r +p)cost+ (r — p)sint. On reconnait une ELLIPSE de centre O; et de demi-axes et ﬁ.

r+p

G)| ETUDE DE QUELQUES CAS PARTICULIERS)|

Gl)m = 2R =r: EPICYCLOIDE & un rebroussement ou cardioide, ou limagon de
PASCAL. l'arc Al= arc IM, les cordes soustendant des arcs égaux sont égales, IA = I M, la hauteur issue de A est
donc aussi médiatrice de AM : HA = HM; M est déduit de H dans H(A,2) et IH est tangente commune a base et
roulante : H décrit la podaire de la base par rapport au point A. Donc M décrit la podaire de A par rapport au cercle
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homothétique de la base dans H(A,2). Un calcul immédiat donne que 'affixe de AM est z — R = 2Re®(1 — cost),
I’équation polaire de la cardioide dans le repere (A, Azxy) est p = 2R(1 — cosf), c’est donc aussi 'inverse de la parabole
d’équation polaire p = 1/[2R(1 — cosf)] par rapport & son foyer A, et c’est aussi une conchoide du cercle p = —2Rcos0,
passant par A, pole.

G2) EPICYCLOIDE & deux rebroussements ou néphroide : m =3, r = % © 2z = 3rett —
re®3 : Elle est particulitrement redevenue a la mode grace au moteur rotatif, le moteur WANKEL [6],[8] ; c’est aussi
I’enveloppe du rayon réfléchi sur un miroir circulaire, de rayons tous paralleles : cet exercice est traité dans tous les
bons cours de spéciales, pour illustrer la recherche de ’enveloppe : c’est la caustique par réflection que ’on voit tous les
matins sur la surface du café au lait matinal, et elle prouve que 'optique géométrique est une approximation réservée
aux petits angles d’ouverture : le foyer est 'accumulation de lumiére en un des points de rebroussement.

G3) Hypocycloide a deux rebroussements : H2 ou engrenage ou Mouche de LA-HIRE :
démonstration géométrique : m = —1,0 = 2t ; Pangle inscrit est la moitié de I'angle au centre en C' : donc M
décrit OA. Cette remarque permet de démontrer qu’'un point M d’une “bande de papier”, dont les extrémités A et
B s’appuyent sur deux axes Ox, Oy décrit une ellipse, dont nous allons retrouver les axes : Soit I le C.I.LR. du plan
mobile entrainé par la bande ; il est & 'intersection des normales en A et B & Ox et Oy respectivement ; le quadrilatere
OAIB est inscriptible (angles en A et B droits) ; Son cercle circonscrit est donc centré au milieu O’ de 0I vu de A et
B sous un angle droit. De plus (IB,IA) = 0 (voir figure). M et le milieu H de la corde AB sont fixes dans le plan
mobile. H est la projection sur AB du centre O’ ; Puisque langle au centre en O’ : (O'B,0’A) est constant égal &
20, alors le triangle isocele O’ AB est fixe par rapport & AB.

De plus d’apres les relations dans un triangle =+ = 2R (R est le rayon du cercle circonscrit) on a ici : ;?nBe

2R = OI, R étant le rayon du cercle circonscrit & TAB : Ce cercle également circonscrit & ABIO est fixe dans le
plan mobile, car centré en O’ et de rayon constant. La roulante est le cercle (O, R), la base le cercle (O,2R) et on
sait qu’il y a roulement sans glissement de la roulante sur la base. Les extrémités P et () du diameétre de la roulante,
contenant M décrivent deux H2 portées par les droites OP et OQ) orthogonales : M est aussi sur la bande de papier
PQ et OP, OQ sont les axes de symétrie de ’ellipse lieu de M.
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H2 : Bande de papier

G4) HYPOCYCLOIDE a trois rebroussements, appelée aussi DELTOIDE car ayant la
forme d’un A : (voir par exemple INT 1983) m = -2, r' = -8 ; > = %(QGit+672i), 7z = —4%6% sin(2L), 'équation
de la tangente en M (t) est donc X sin(£)+Y cos(%) — £ sin(3f) = 0 ; son équation normale (ou dite d’Euler) est donc
de la forme : xcosf + ysinf — acos(30 + b) = 0 ; cherchons, son équation tangentielle : A\ = ¥ = Coi% = —%.
Or sin360 = 3sinf — 4sin®@ donc A = — 82w =3x\u  \ gtant non nul 3w + R(4X*u? — 3)u = 0 or AN(u? +0?) =1

3w

par conséquent 3w(u? + ve2) + Ru(u? — 3v?) = 0 qui est de la forme ’w(u2 +v2) +p3(u,v) =0/, oll p3 est un
polynéme homogene de degré trois de R[X,Y] ; Une réciproque élémentaire, prouve que toute courbe ayant une
équation tangentielle de cette forme est une H3 ; On peut montrer [4] que l'enveloppe d’une droite de SIMSON d’un

triangle est une H3, tritangente au cercle des 9 points et méme des 51 (voir [5]) points.

G5) ASTROIDE : c'est une H4: m = —3, R = 4r : z = r(3e’ + ') = r(cos®t + isin’t) ; la
condition de roulement est = 4t ; la tangente en M est M J, parallele a la bissectrice de (CM,CI) d’angle polaire
—t car (Oxz,CM) = (0Oz,0C)+ (OC,CI)+ (CI,CM) =t —4t = =3t ; (Ox,CI) =t ; Pangle polaire de la bissectrice
intérieure de (CM,CI) demi-somme des précédents est donc —t, or M.J perpendiculaire aussi & MI, a aussi —t,
comme angle polaire : le triangle JOK est isocele OJ = JK = g, de méme JL = % ; donc KL = R -on peut aussi
démontrer ce résultat analytiquement- L’astroide est donc ’enveloppe de la bande de papier LK. Remarquons que
IM est orthogonale a JM, donc a la barre LK ; ceci était prévisible d’apres les propriétés du C.I.R., puisque le point

de contact de KL avec son enveloppe est la projection de I sur la barre K L.

Astro de

L\

H) | EQUATION D’EULER DES préfixe-cycloides :|

On sait que o = W, léquation de la tangente en M(t) & la courbe (3) est donc, aprés développement et

avoir posé (m+ 1)t =7n 4260, h = z—jr} ; xcost 4+ ysinf —r'(m 4 1)sinh(6 4+ ) = 0 ; inversement x cosu + ysinu —
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bsin h(u+¢)+ Acosu+ Bsinu = 0 est "équation ’EULER d’une astroide, car s’écrit : (x4 A) cosu+ (y+ B) sinu —
bsin(hu+ %) = 0 et en prenant (—A, —B) comme nouvelle origine et un changement d’axe polaire, on peut identifier :
x' cos(u — ) + 3 sin(u — ) — bsin(hu + a) =0 u — 3 = 0 et bsin(hu + o) = r'(m + 1)sinh(y + ) ce qui permet de
préciser m et r’ qui caractérisent la courbe cycloidale.

On peut démontrer aussi que :

e Sim= % la classe de la préfixe cycloide est p + q.

e L’équation intrinséque d’une préfixe-cycloide est : (m —1)2s% + (m +1)2R? = 16% oll
a est le rayon du cercle base.

e Toutes les préfixes-cycloides de méme m sont semblables m = %.

e Lorsqu’une préfixe-cycloide roule sans glisser sur une de ses tangentes, le lieu du centre de
courbure au contact est une ellipse.

e La podaire d’une préfixe-cycloide par rapport au centre du cercle base est une rhodonée.

e Quand une préfixe-cycloide variable coupe sous des angles donnés trois droites données, son
centre décrit une droite et son cercle inscrit est tangent & une conique fixe-il serait bon d’interpréter au moyen du
théoreme de HUMBERT conséquence du théoréme d’Abel sur les intégrales abéliennes.

e Les satellites des planetes décrivent autour de celles-ci des orbites elliptiques, que leur faible
excentricité permet d’assimiler & des cercles : dans leur mouvement absolu les satellites décrivent des préfixes cycloides
au premier ordre pres.

e Une condiition nécessaire et suffisante pour qu’une préfixe-cycloide soit algébrique est que
m soit rationnel. Elle est alors unicursale.

e D’apres HUMBERT, les seules préfixes-cycloides algébriques dont I’arc soit fonction ra-
tionnelle des coordonnées sont celles ol 1, donc ausi m, est une fraction irréductible de dénominateur pair.

. _________________________________________________________________________________________________________________________________|

Conclusion :

Cette théorie n’est pas désuete : toute la théorie des engrenages si présents en mécanique (automobile, électroménager,....)Jj
utilise abondamment les roulements sans glissement. Huygens (1629-1695) [3] s’est occupé le premier du probléme
de la détermination du nombre de dents a donner & deux roues dentées engrenant de maniere a représenter avec une
approximation optimum un quotient w% de vitesses de rotations constantes au moyen d’'un quotient d’entiers, ni trop
grands ni trop petits. Il a congu sa méthode (utilisant les fractions continues) pour réaliser un automate planétaire,
simulant dans un but pédagogique les mouvements des diverses planetes autour du soleil : la difficulté provenant du
fait que les périodes des planetes sont incommensurables, ou du moins ne peuvent étre représentées avec une certaine
exactitude que par de tres grands nombres, on est obligé de se contenter d’a peu pres, et la difficulté se réduit a trouver
des rapports exprimés en plus petits nombres, qui approchent autant qu’il est possible de la vérité, et plus que ne
pourraient faire d’autre rapports quelconques qui ne seraient pas congus en termes plus grands. Huygens résoud cette
question au moyen de la théorie des fractions continues.

Il y avait un tel automate, dans les années 1950, dans un grenier du Lycée Pasteur a Besancon, j'ignore s’il y est
encore ? ou s’il a été détruit, par ignorance de la valeur qu’il représentait !

La théorie des nano (nanometre=un milliardieme de metre) technologies, anticipée de manieére prophétique et
visionnaire par Richard Feynmann prix Nobel de physique 1965, lors de son discours [10] prononcé le 29 décembre
1959 lors de la réunion annuelle de la Société Américaine de Physique a I'Institut de Technologie de Californie (Caltech),
“There’s plenty of room at the bottom” : “Il y a encore beaucoup de place (ou d’espace) en bas”, montre avec les
nano engrenages qui interviennent dans les nano-moteurs (ceux la ayant la taille de quelques atomes), montre que les
considérations ne cet article sont loin d’étre antiques, archéo-dépassées ! 1l suffit pour s’en convaincre de taper "nano
engrenages sous google. Tout un site de la nasa y est méme consacré (carbon nanotube gear simulation).

. _________________________________________________________________________________________________________________________________|
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’ANNEXE I : théorie du CENTRE INSTANTANE DE ROTATION

Cette annexe a pour but de donner les outils indispensables, pour apprécier les courbes cycloidales : En effet leurs
propriétés ne se comprennent vraiment qu’en se plagant dans le contexte du mouvement plan (du cercle roulant) sur
plan (du cercle de base).

La théorie du centre instantané de rotation, s’intégre en réalité dans la théorie des “Torseurs”, théorie qui donnait
une vision synthétique de la cinématique (comment traiter en physique la théorie du Gyroscope - au programme de
spéciales, sans parler d’axe instantané de rotation....???) et qu’a mon avis c’est une erreur d’incohérence, d’avoir
supprimé du programme des classes préparatoires Scientifiques.

Soit (Oq,1i1,j1) un repere orthonormé d’axes Oix1,O1y1, du plan absolu. (A,4,7) un repére orthonormé d’axes
Az, Ay 1ié au plan mobile (c’est & dire en mouvement par rapport au premier) mais tel que les deux plans coincident a
chaque instant . Soit £ un vecteur unitaire, orthogonal a la direction commune des deux plans, de facon que les deux
bases de R3 euclidien, constituées par (i, j1,k) et (i, ], k) soient directes.

Nous posons O1 A(t) = a(t)i + b(t)j o a et b sont supposées des éléments de CP([a, 5], R) ot p > 1, a < [ étant
deux réels donnés. Pour condenser nous noterons J l'intervalle [c, §]. 0(t) = (i1,7) détermination de classe C).

M étant un point lié au plan mobile, c’est & dire de coordonnées constantes par rapport a (A, 4, j), nous avons,
par Chasles : OM(t) = OA(t) + x(t)i + y(t)j, si x et y sont les composantes de AM sur la base (i,j). Pour
condenser I'écriture les dérivées seront notées accentuées, chaque fois que le contexte, ne pretera a aucune confusion.
Ainsi, en notant entre parentheses les composantes absolues, ou coordonnées absolues, nous avons i = (cos#,sin6),
j=(—sinf,cos0) , i =0j=0kNietj =—-0i=0kN]:

Ainsi V(M) (vitesse du point M) qui est par définition OM'(t) vaut : V(M) = OM'(t) = OA'(t) + 2'i + y'j +
i +yj =V(A) +2i+y' 5+ 0k A (xi+ yj) ’V(M) =V(A)+xi+yj+0kA AM‘ CIR(1), mais puisqu’ici, nous
supposons que M est lié au plan mobile, ses coordonnées relatives x,y sont constantes : 2/ = 0, ' = 0 et ainsi
V(M) = V(A) + 0’k A AM | CIR(2).

Nous voulons montrer, que pour chaque ¢ de J ou 6’(t) est non nul il existe un point noté I, considéré comme lié
au plan mobile, et que nous appellerons Centre Instantané de Rotation du mouvement (noté CIR), qui a une vitesse
absolue nulle.

Nous rappelons que 1’équation vectorielle, X A u = v (avec u non nul) est possible si et seulement si u.v = 0 et
alors la solution générale est X = “11\2” + Au, ou A est un réel arbitraire. Ici comme k.AM = 0, puisque AM est dans
le plan, '"équation V(M) = 0 s’écrivant AM A k6’ = V(A) ou AM A k% = agtA soit AM Nk = 8800’4, nous notons
que le temps disparait, la notion de centre instantané (Il existe bien d’apres la compatibilité de la formule de division
vectorielle utilisée ici) est donc une notion purement géométrique, et non cinématique comme sa définition initiale,
pouvait le laisser croire.

D’apres la formule de division vectorielle on a AM = kA 88079/1 + Ak, mais comme AI doit étre dans le plan, on a

A=0et|AT=kA 297 | CIR(3).

Nous aurions pu dire aussi, que comme le champ des vitesses des points du plan mobile, était constitué de vecteurs
coplanaires, il formait un torseur dégénéré, du type glisseur, dont la somme vectorielle est 6'k, I’axe du glisseur, lieu
des points de I'espace ayant une vitesse nulle, est la perpendiculaire en I au plan commun. Le point I étant le point
lié au plan mobile, qui a I'instant ¢ a une vitesse nulle, a donc sa vitesse d’entrainement nulle.

Par définition, nous appelons BASE, le lieu absolu de I, ROULANTE son lieu relatif, par rapport & un repere lié
au plan mobile.

Donnons maintenant la liste des PROPRIETES DU CIR :




1) I ne dépend que de la géométrie : ¢ a disparu : voir formule CIR(3).

2) M étant un point, quelconque du plan mobile, considéré comme lié au plan mobile, & Iinstant ¢, on a d’apres
CIR(2) : Var = Var — 0= Var — Vi = 0'k A (AM — AI) = 0'k ATM. | Vg = 0'k ATM | CIR(4) : la vitesse de M li¢
au plan mobile, est la méme que dans un mouvement de instantané de rotation de centre I : d’ou le nom de Centre
Instantané de Rotation donné a I, que nous noterons C.I.LR. et méme CIR pour abréger.

De plus V), est orthogonal a IM, par conséquent la normale en M a sa trajectoire absolue est IM. Ce fait est
important : dés que l'on connait I, la tangente en tout M 1ié au plan mobile est connue et est la normale en M a IM !

3) Cherchons une représentation paramétique de la Base : Par Chasles nous avons, en utilisant CIR(3) :

OI = OA + Al = OA + kA 294 | CIR(5)

Appelons x1,y1,a,b les coordonnées respectives de I et de A par rapport au repére absolu, ainsi que zy et z4
leurs affixes absolues (z;y = x5 4 iyr), traduisant la formule CIR(5) en coordonnées nous avons comme représentation

de la BASE : x1:a—%‘y1=b+%et zlzzA—l—i%ZTA CIR(6)

Ceci rappelle la représentation paramétrique de la développée d’un arc ; En fait (nous verrons ultérieurement,
que tout centre de courbure est CIR du mouvement de 1’ “équerre ”.

0

4)La formule CIR(3) donne la représentation de la roulante, et comme Zj, affixe absolue de AT = z‘% et si (r

est I'affixe relative de AI nous avons : | (3 = Zje !¢ = % sinf — % cosf + 1(%93 sinf + % cos ) | CIR(7).

5) D’apres la formule V,(I) = V.(I) + V,.(I) = V,.(I), puisque la vitesse d’entrainement de I est nulle, d’apres sa
définition méme, on a : (€21), = (991), la base et la roulante sont tangentes en I.

6) De plus la roulante, roule sans glisser sur la base, car orientant dans le méme sens, au contact commun I, la
base et la roulante, s1 et s étant respectivement les abcisses curvilignes de I sur la base et la roulante, orientées en leur
contact commun I, par le méme vecteur 7, tangent en I , la formule du 5) se traduit en : (%)T = (%)T D ds; =ds.

7) C’est le théoréme réciproque qui fait tout U'intérét de la théorie des engrenages. Si nous avons une courbe
mobile, tracée dans le plan mobile, roulant sans glisser sur une courbe fixe, alors le centre instantané de rotation du
mouvement d’entrainement du plan mobile, est le point de contact I, ou il y a roulement sans glissement. En effet :
s = 51 + Cte et méme s = s1 (si on choisit les origines des arcs de telle sorte que l'origine des arcs sur la courbe
roulante et sur la base courbe support de roulement se correspondent) implique s’ = si7, Vo, (I) = V,.(I), et comme
Vo =Ve+V, on a bien V. (I) = 0.

Ainsi comme on sait, que la normale en M a un arc de classe Cy roule sans glisser sur la développée, le CIR du
plan mobile qu’elle entraine est le point caractéristique de la normale (alias point de contact avec son enveloppe qui
est la développée), centre de courbure en M a Parc Co considéré : c’est le mouvement dit de “I’équerre” (formée par la
tangente et la normale en M, qui entrainent un plan mobile ...). De méme, dans le mouvement plan sur plan, entrainé
et engendré par un cercle de rayon constant, qui roule sans glisser

-sur une droite fixe -BASE- (situation cycloidale)
-ou sur un cercle fixe -BASE- (situation épi, péri, hypo suivant que le cercle roulant, est extérieur, contient,
ou est intérieur au cercle BASE) ; le CIR sera le point I de contact du cercle roulant et de la base.

Comme il a déja été remarqué en 2) notons que la normale au lieu de tout point M lié au cercle roulant, sera
IM. (la répétition faisant la base de la bonne pédagogie, j'insiste sur ce point car il est important).
| APPLICATIONS

1) Recherchons 'enveloppe d’une courbe fixe I de clase C, tracée dans le plan mobile (imaginez une feuille de
papier calque, sur laquelle vous avez dessiné une courbe). Soit M, un des points caractéristiques de I', pour 'une des
positions, paramétrée par un parametre ¢, du plan mobile, porteur de I" ; on sait que I étant le CIR du mouvement,
IM est normale a la vitesse qu’aurait M s’il était considéré comme lié au plan mobile, c’est a dire par définition a sa
vitesse d’entrainement V(M) = V,(M) — V,.(M) ; Mais comme ces deux derniers vecteurs sont colinéaires, puisque la
trajectoire absolue de M, point caractéristique de T'(t) est 'enveloppe de T'(t), tangente en M & sa trajectoire relative
I, IM est normale & V,.(M) : le point caractéristique M est sur une des normales abaissée de I a T

Réciproquement soit M, un des pieds des normales abaissées de I(t) a I'(¢t), Vo(M) et V,.(M) sont normaux &
M1, donc aussi Vo(M) = V(M) + V(M) : Vo(M) et V(M) sont colinéaires, et si V(M) est non nulle M est point
caractéristique de I'(t). Par prolongement des égalités, ce résultat est encore valable si M est stationnaire sur son
enveloppe, ou point de concours local. (par exemple si les courbes I'(t) forment un faisceau).

2) L’astroide est ’enveloppe d’'un segment de longueur constante, dont les extrémités A et B, décrivent deux
droites orthogonales Ox et Oy. I est l'intersection des normales en A et B a leurs trajectoires absolues, puisqu’ils
sont liés au plan mobile entrainé par ce segment. Le point de contact de AB avec son enveloppe est le pied P de
la perpendiculaire abaissée de I & AB. La trajectoire d’'un point M lié & la barre est une ellipse, d’axes Oz et Oy
et la normale en M a lellipse est IM. La base est, puisque OI = AB, comme diagonales du rectangle OABI, le
cercle de centre O et de rayon a = [|AB||, la roulante est le cercle de diametre AB, de rayon R = §. Il roule sans
glisser, intérieurement au précédent, et comme il est de rayon moitié, le point A qui lui est lié décrit une hypocycloide




a deux rebroussements, qui est le diametre porté par Ox du cercle base. Soit w le milieu de AB, P est sur le cercle
de diametre Tw, de rayon % .I, étant le point (a,0) I'arc IoI vaut RO (8 = (Oz,OI)) I'arc MI vaut aussi R = %26
(les deux cercles étant orientés dans le sens trigonométrique) puisque l'angle (wA,wI) mesure 26. Donc le cercle de
diametre wl, roule sans glisser aussi, a I'intérieur du cercle base. Le lieu de P est une hypocycloide a quatre points

de rebroussements. (voir le chapitre sur les courbes cycloidales)

i

3) Si 'on a un plan mobile entrainé par un secteur d’ouverture constante, dont les cotés, restent en contact avec
deux courbes fixes, le CIR du mouvement, plan sur plan ainsi défini, est Uintersection (existante) des normales &
chacun des cotés du secteur en son point de contact avec son enveloppe. La normale en S sommet du secteur (lié au
plan mobile) est IS. Cet exemple contient le cas des PODAIRES, I'angle est droit et I'une des courbes est réduite a
un point, qui est de concours local pour le coté du secteur qui le contient. (faites une figure dans le cas général et
particulier des podaires)

4) Etant donnée une courbe C , on appelle conchoide de C' par rapport au point O donné, I’ensemble des points
P, tels que les points OM P étant alignés (M appartenant & C') et M P = constante = L . Les résultats précédents
permettent de dire, comme IM enveloppe O, que le centre instantané du mouvement entrainé par OM est sur la
normale en O & OM et aussi sur la normale en M, 1ié au plan mobile, a C. La normale en P a la conchoide étant
immédiatement I P, ce qui permet de construire la conchoide, point par point avec en outre un élément de contact.
|[EXERCICES |

1) A décrit O121, Ay est tangente (en M) au cercle C, centré en C sur Oy, de rayon R, tangent en O; & Oz ;
le repére orthonormé (Az, Ay) entraine un plan mobile dont on demande la base et la roulante.

Solution : Le CIR I du mouvement est sur la normale en A a Oz, sa trajectoire absolue et sur C'M , normale &
Ay en M, son point caractéristique. Par raison d’angles égaux alternes internes en A et C, et symétrie par rapport au
diametre AC, le triangle I AC' est isocele : la base est donc la parabole de foyer C, de directrice O1z1 lieu absolu de A.
Comme C est a une distance fixe, R, de Ay, son lieu relatif est la droite z = —R, dans le repére mobile (Az, Ay). La
roulante est donc la parabole de foyer A et de directrice x = —R. D’aprés 6) la parabole roulante, roule sans glisser
sur la parabole base.

2) Une barre coudée a angle droit en A, (AB, Azx), AB étant de longueur constante a, B décrivant Oqy;, et Az
contenant un point fixe O, a distance a de Oy, entraine un plan mobile: I, CIR de ce mouvement plan sur plan,
est sur la normale en O a Az, et sur la normale en B a Opy; trajectoire absolue de B. Les deux triangles rectangles
OH B (H projection orthogonale de O sur O1y;)et OAB ayant I’hypothénuse OB commune et un coté de I’angle droit
AB = OH = a égaux, ont des angles aigus égaux : Le triangle I BO est isocele car les angles complémentaires des
précédents sont égaux. 1O = I B la base est la parabole de foyer O et de directrice O,y;. La roulante est la parabole
de foyer B, fixe par rapport au plan mobile et de directrice Az. Les deux paraboles sont égales ayant méme paraméetre
a. Le symétrique de A par rapport a la tangente commune en I est H qui est fixe : Le lieu de A est la podaire de
la parabole base par rapport au point H, c¢’est donc une cubique circulaire (voir [2]) et comme les tangentes au point
double de la cubique en question, sont les tangentes a la parabole, menées de H sur la directrice, donc orthogonales,



la cubique lieu de A est une strophoide droite ...(c’est & dire une cubique circulaire telle que les tangentes au point
double soient orthogonales).

3) Considérons, le plan mobile engendré, par la tangente et la normale eu point courant M, d’une spirale log-
arithmique de pole O: le CIR du mouvement plan sur plan, ainsi défini est, puisque la normale roule sans glisser
sur la développée, le centre de courbure I en M & la spirale ; Mais comme la tangente en M, fait (propriété de la
spirale logarithmique) un angle constant V', avec ’axe radial OM, cet axe radial est lié au plan mobile, mais comme
il enveloppe O, point de concours local, I est aussi sur la normale & OM en O point caractéristique, c’est a dire sur
I’axe ortho-radial : le centre de courbure en M est donc 'intersection de la normale en M avec I’axe orthoradial. 1l est
alors immédiat de démontrer que la développée d’une spirale logarithmique est une spirale logarithmique, semblable,

dans la similitude de centre O,d’angle 7 et de rapport cot V.

4) On suppose que O1A = gt%iy et (O1x1, Az) = wt, avec les notations de la formule CIR(6) on a a(t) =
1gt2, b(t) = 0, 0(t) = wt, et le report dans la formule CIR(6) donne la représentation de la base : z; = 1gt?, y; =
gt, (yr)? = 2gx7 : la base est une parabole d’axe O;x;.

La formule CIR(7) donne comme représentation de la roulante z = gt 329t =y = 15wt Op reconnait la spirale
d’Archimede, d’équation polaire r = g(ﬂ/ji;”’). La roulante est une spirale d’Archimede qui roule sans glisser sur la
parabole base.

’ ANNEXE II : programme Maple V5 ‘ permettant le tracé des trochoides, comme dans le tableau des formes
ou dans les exemples.

(Le programme complet avec animation du roulement sans glissement, pourra étre envoyé par internet & tout
lecteur en faisant la demande par mail)

restart: with(plots):




graf_cloide:=proc(R,r,h,t0,trait,epais,col)

plot([(R+r)*cos(t)-(r+h)*cos((r+R) /r*t),(R+1)*sin(t)-(r+h)*sin((r+R) /r*t) ,t=0..t0],

thickness=epais,linestyle=trait,color=col)

end:

cercle:=proc(R) plot([R*cos(t),R*sin(t),t=0..2*Pi],color=black,linestyle=2) end:

# pour un autre pointillé changer linestyle = 1 ou 2 ou 3 ou 4

cercle_mobile:=proc(R,r,h,t0,c)

local A,AMO,cer,M0,diam,courbe, AM1;

A:=[(R+r)*cos(t0),(R+r)*sin(t0)]; # centre cercle mobile

AMO:=[-(r+h)*cos(t0+R/r*t0),-(r+h)*sin(t0+R /r*t0)]:

AM1:=[r*cos(t0+R/r*t0),r*sin(t0+R/r*t0)]: cer:=plot([op(A+[r*cos(t),r*sin(t)]),t=0..2*Pi],color=c): # cercle
mobile

### WARNING : the definition of the type ‘symbol‘ has changed’; see help page for details

MO:=plot([[A+AMO]],style=point,symbol=circle,color=blue): # point mobile

diam:=plot([[A-AM1,A+AM1],[A,A+AMO]],color=c);

courbe:=graf_cloide(R,r,h,t0+0.00001,1,2,blue); # portion de *cloide parcourue

# 0.00001 sinon graphe vide si t0=0

display/([cer,M0,diam,courbe]);

end:

# —> épicycloide, [(R1,r]l) tq R1 >=r1 > 0] ou [(R1,r2) avec r2 = -(R1+r1)
# > hypocycloide [(R1,r1) tq R1 > -r1 >0] ou (R1,r2) avec r2 = -(R1+r1)
# h ”longueur” portée sur le rayon pour raccourcir ou rallonger

# KK fixe une position intermédiaire

#
hypo_epi:=proc(R::integer,r::integer,h, KK) # KK nombre entre 0 et 30
local n,k,roulante,base,courbe,ppm :

n:=30: # —- nombre de frames de 'animation —
if r > R then ppm:=2*Pi*ilem(R,r)/R else ppm:=2*Pi*ilem(R,r)/R fi:
base:=plot(R,0..2*Pi,coords=polar,color=black,thickness=2);
courbe:=graf_cloide(R,r,h,ppm,3,1,blue):
roulante:=cercle_mobile(R,r,h, KK*ppm /n,red):
display([base,cercle(R+2*r+h),cercle(R-h),roulante,courbe],
scaling=constrained,axes=none);

end:

Exemple d’appel :
Comme 4-iéme parametre on met un entier k£ compris entre 0 et 30, cela va la k_ieme image de ’animation :
hypo_epi(3,-1,0,22);



