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Relations fonctionnelles établies  au moyen du théorème du Rang.

Le but de cet article est démontrer l’intérêt du Jacobien nul, pour deux  ou trois variables, laissant au lecteur de soin de toute généralisation.

Théorème du Jacobien nul :   Une condition nécessaire et suffisante, pour que n fonctions de n variables soient liées par une relation est que leur jacobien soit nul identiquement.
(Nous le faisons pour n = 3, mais la méthode est générale)
Si u, v, w, trois fonctions dérivables de trois variables x, y, z réelles, avec des notations et propriétés évidentes et classiques    sont liées par une relation  alors leur Jacobien  ; en effet on obtient par différentiation des deux membres  de la relation  :

Les différentielles du, dv, dw  sont liées par une relation linéaire et homogène.
Par suite le déterminant (qui est le jacobien) de leurs coefficients est nul.

Réciproquement, si le jacobien est nul, les trois fonctions sont liées par une relation.
· Supposons d’abord qu’un des mineurs  est différent de zéro.

On peut alors résoudre les deux premières équations du système initial par rapport  à x, y  et substituer ces valeurs dans la dernière relation  

Nous allons dériver w par rapport à z et montrer qu’elle est nulle. Il en résultera que w est une fonction de u et v uniquement, et qu’il y a une relation entre u, v, w.

On a  
Et  comme   et 

La dérivation de chaque second membre par rapport à z, donne

  En outre on a aussi   -

Soit un système linéaire de trois équation à deux inconnues   qui est  compatible si et seulement si le déterminant caractéristique de la troisième est nul (revoyez au besoin votre cours de Mathématiques supérieures et Mathématiques Spéciales sur les systèmes linéaires)
Soit     donc   

Or par hypothèse   donc  

Pa	Par suite le second membre de l’équation   ne dépend pas de z et le théorème est démontré : w ne dépend que de u et v.

· Supposons maintenant que tous les mineurs du second ordre du déterminant  soient nuls identiquement, mais  qu’un des mineurs du premier ordre soit différent de zéro,    par exemple.  
On résoudra la première équation   par rapport à x d’où  
D’où, w = h
Nous allons montrer que  ,,  sont toutes nulles identiquement. 
Il en résultera que v est une fonction de u seulement et que w aussi et par suite  qu’il y a deux relations entre u, v, w.
Or    substituons à x la valeur x(u, y, z)  dans , elle devient une identité et par suite en différentiant les deux membres par rapport à y, on a
  . Ces deux dernières relations  donnent      
d’où     et comme    , il en résulte bien que le second membre de
ne dépend pas de y. On démontrerait de même qu’il ne dépend pas de z et aussi que le second membre de  w = h  ne dépend ni de y ni de z.
              Ainsi v est une fonction de u seul et w aussi. Par suite les fonctions u, v, w ne sont pas indépendantes, mais sont liées par deux relations.

Montrons l’intérêt pour établir des relations fonctionnelles sur quelques exemples

1. Propriété fondamentale de la fonction logarithme.
Considérons la fonction f définie par ; posons u = f(x) + f(y) et v = xy
On a  ; il existe donc une relation entre u et v, u = g(v), c’est-à-dire
 f(x) + f(y) = g(xy)  d’où en faisant y = 1, f(x) = g(x) et par suite f(xy) = f(x) + f(y) : 
C’est le théorème classique sur le logarithme d’un produit.

2. Surfaces développables.
Avec les notations de Monge (http://www.bibmath.net/dico/index.php?action=affiche&quoi=./m/monge.htm ) 
Elles sont caractérisées par 
Il s’agit de trouver une fonction z = z(x, y) qui doit vérifier identiquement cette relation.
Or   donc q = f(p) ; Puis  ; 
d’où px + qy – z = g(p).

Ceci posé, l’équation du plan tangent à la surface z = z(x, y)  Z – z = p(X – x) + q(Y – y) s’écrit ici
 Z = pX + f(p)Y – g(p). Donc la surface cherchée est l’enveloppe d’un plan dont les coefficients 
ne dépendent que d’un paramètre, c’est donc une surface développable. 

3. Exemple d’élaboration d’une théorie purement analytique des fonctions trigonométriques.
L’intégrale   (avec ) x a une signification indépendante de toute théorie trigonométrique, puisqu’elle suppose seulement la connaissance de la définition de l’intégrale définie et celle de la fonction radical.
La définition de x établit une correspondance entre les variables u et x et par suite définit une relation fonctionnelle. Cette relation se présente sous la forme x = f(u), mais on peut tout aussi la  concevoir sous la forme de la fonction inverse (on fait de même d’ailleurs, une inversion analogue,  pour les intégrales elliptiques…) u = g(x).  
Au lieu de l’identifiant g prenons sin : u = sin x  et 
Et par suite comme par  , dx =   et on a la relation fondamentale
  ; ce qui amène à introduire une nouvelle fonction cos x définie par 
. Ce qui donne 
Mais il y a indécision de signe pour cos x. Pour préciser le signe remarquons que par
   on a sin 0 = 0 et que si u croît, x croît, si le radical a son sens arithmétique. 
Il faudra donc que cos x soit positif au voisinage de x = 0 et donc que cos 0 = 1, ce qui précise le signe choisi. De plus 

On va se borner à établir la formule d’addition et pour cela, on va utiliser une méthode analogue à celle du premier exemple.
Posons   et 

Envisageons le jacobien des deux fonctions de x et de y 


On trouve en tenant compte de   et   

= 0

Donc  où F est une fonction encore inconnue.

Cela s’écrit   d’où pour y = 0 sin x = F(x) qui montre l’identité des symboles F et sin.
Donc 

Puis on applique la méthode de coefficients indéterminés à la recherche des développements en série de MACLAURIN  de sin x et cos x en utilisant   et 
En tenant compte de sin 0 = 0 et  cos 0 = 1
Ces deux développements établissent l’identité d’EULER .
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· Théorème du Jacobien nul et lien avec les relations fonctionnelles.
Cours de l’Ecole Polytechnique 1949 Jacques CHAPELON
[bookmark: _GoBack] I p 19-24 théorème fondamental du Jacobien nul, et application à la relation fondamentale du logarithme et aux surfaces développable. I 412-414 exemple d’élaboration d’une théorie purement analytique des fonctions trigonométriques ; ouvrage qui m’avait profondément marqué, mystifié, tétanisé, laissé béat et admiratif  en 1961 quand je préparais l’Agrégation. 
(En juge suprême auto-proclamé), Laurent Schwartz dit page 333 de son livre « un mathématicien aux prises avec le siècle » Odile Jacob 1997, 
« En mathématiques Paul Lévy et Chapelon, enseignaient de concert. Comme Savant, le second ne pouvait être comparé au premier. Ses cours étaient pourtant clairs et très appréciés. »

Mise en garde (de 9 pages argumentées) de Paul Lévy sur la réciproque du théorème du jacobien nul :
 https://www.e-periodica.ch/cntmng?pid=ens-001:1939:38::69  
(NB liste des 278 articles de Paul Lévy ; celui ci est classé 159 en 1942)

L’enseignement mathématique 38 1939-1940 pages 217-226. 10 pages) (en tête par Google « théorie des jacobiens »)

Le cours d’analyse de l’école Polytechnique  tome 1/2  (Hermann 1967) de Laurent Schwartz pp 332-334 mets bien garde par des contre exemples précis de bien préciser le rang r < n du jacobien nul utilisé.
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