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Lazare Georges VIDIANI  64 rue de l’Europe 21121 Fontaine Les Dijon lg_vidiani@club-internet.fr 

L’intégrale pseudo-elliptique de GREENHILL


Le 13 aout 2018, sur un forum de professeurs de professeurs de classes préparatoires (aux grandes écoles scientifiques) un collègue posait la question : « je cherche une bonne référence sur les fonctions elliptiques et les fonctions thêta de Jacobi, où ces foncions seraient étudiées de manière détaillée et autonome sans théorie de fonctions méromorphes préalable. »

Beaucoup de réponses furent données : (il y a peut être de meilleurs liens que ceux que j’ai reconstitués). Voici les plus fondamentales
Whittaker & Watson téléchargeable en https://archive.org/details/courseofmodernan00whit 
Carl Siegel https://reskauci.firebaseapp.com/2/Topics-in-Complex-Function-Theory-Vol-1-Elliptic-Functions-and-Uniformization-Theory-(.pdf 
Bellman https://www.evolvebike.ca/pdf-book/a-brief-introduction-to-theta-functions-richard-bellman 
Silverman http://www.pdmi.ras.ru/~lowdimma/BSD/Silverman-Arithmetic_of_EC.pdf 
Mumford http://www.dam.brown.edu/people/mumford/alg_geom/papers/Tata2.pdf 
Chandrasehkhararan https://www.google.fr/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=5&ved=2ahUKEwir3YTP7LTdAhXSDOwKHbz5DlwQFjAEegQIAhAC&url=https%3A%2F%2Fhal.archives-ouvertes.fr%2Fhal-00407231%2Fdocument&usg=AOvVaw0Tj1SRj8_PiCHA3ZAO_k3m 

Pour ma part je citais pour les fonctions thêta de Jacobi, le merveilleux article  de Balthasar  VAN DER POL l’enseignement mathématique tome 1 fascicule 4 1955 pp 258-261 (les archives d’avant 2011 sont en https://www.e-periodica.ch/digbib/volumes?UID=ens-001  )

Pour les fonctions elliptiques la bibliographie commentée de  http://www.georges-vidiani.com/wp-content/uploads/2016/10/armee-de-napoleon-word.doc  auquel on accède aussi  par  http://www.georges-vidiani.com 

Divers non moins intéressants https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-00407231/document 


La citation de GREENHILL par un collègue (AJ le 15 Aout 2018),  fit pour moi l’effet d’une madeleine de Proust, et me rappelant le problème de Mécanique numéro 7 de 1961 donné par le Professeur Salles adjoint du Professeur Malécot, à l’Université Claude Bernard de Lyon :  le sujet portait sur un pendule cubique et la loi du mouvement faisait intervenir une intégrale pseudo elliptique de GREENHILL, qui est l’objet de cet article (l’énoncé et le corrigé de ce problème sont donnés en annexe ou fichier joint scanné et seront aussi mis , avec les liens de téléchargement, sur mon site http://www.georges-vidiani.com ).
J’ai préféré tout laisser dans cet article : les fausses pistes, les renoncements, pour montrer que la rédaction d’un tel calcul, n’est ni un long fleuve tranquille encore moins une évidence transcendentale.

 étant un angle d’Euler du cube étudié (voir le problème donné en pièce jointe  par lien) dans un mouvement autour d’un de ses sommets fixe, le calcul montre que , K étant une constante réelle. Et pour les petits  curieux  ;  étant un  autre des angles d’Euler du  mouvement du cube : allez donc lire les 12 pages du corrigé du problème de mécanique, dans l’annexe donnée par lien.

Par convention, nous prenons l’origine du temps t pour  et  avec t=0.


u) ; (polynôme réciproque en u)
 On pose  soit  

On remarque, et c’est essentiel !, que c’est l’expression de , donc de t, en fonction de u, qui donnera l’expression de l’intégrale S, pseudo elliptique de Greenhill

L’intégrale permettant de calculer u(t) est apparemment elliptique car   est du troisième degré en u. Nous allons voir que le fait qu’une racine de g(u)  soit nulle et que les deux autres sont inverses l’une de l’autre, rend l’intégrale pseudo-elliptique (en l’occurrence ici, de GREENHILL) : il existe alors une relation finie entre u et t. 
Il est essentiel de comprendre ici, qu’il est très difficile d’intégrer S par une méthode élémentaire (voire impossible). En effet la fonction sous le radical garde quand même une certaine généralité (car il et toujours possible de rendre nulle par translation une des racines  du polynôme du troisième degré. 
Il faut donc trouver d’une manière intuitive,  entre   et vérifier ensuite, en la dérivant,  qu’elle est exacte. 

On a   et  u)

Donc  soit 
Vérifions d’après GREENHILL (livre Appell p 215, 240-242 environ tome 2)
     (R) avec   
Prenons la dérivée logarithmique des deux membres :
 =h(u)
Séparons partie réelle et partie imaginaire de h(u)





La partie imaginaire de h(u) donne


Or        donc  

En séparant partie réelle et partie imaginaire des deux membres de la relation  (R)
On a en rappelant que   on a




qui donne  par l’intermédiaire de  ; et en posant     on vérifie que l’on a bien ;  On alors  ; par suite 
et on a ainsi la relation 
Mais hélas il faut se rendre à l’évidence, tout cela et bien beau,  et cette méthode indiquée dans le livre d’Appell, ne permet pas de tirer t en fonction de u indépendamment car  la différence   les rend indissociables. (Ou alors qu’on m’explique, et alors j’en serais alors ravi !).

Il faut donc trouver une autre voie ; après presque un mois de pataugeage dans les tourbières londoniennes (voir p 333 de https://www.persee.fr/doc/geo_0003-4010_1898_num_7_34_18127 ), et  une centaine d’entrées google dont la dernière  le 20 Octobre : « intégration pseudo elliptique », je tombais alors sur l’article de 10 pages de Siegmund Günther 1882  (1848-1923, dont une photo est page 2 de  https://archiv.ub.uni-heidelberg.de/volltextserver/21482/1/guenther.pdf )
 http://www.numdam.org/article/BSMF_1882__10__88_1.pdf  dont la partie théorique   pages  90-91, me donna la piste qui me manquait.

Pour des raisons de simplicité d’écriture (en particulier pour les calculs Maple) je pose 



Et    , k étant réel non nul.

Nous allons utiliser la méthode « des coefficients indéfinis » suivant l’expression de M  Siegmund  Günther p 90 ; (je suis scrupuleusement la méthode suggérée, ainsi que ses notations, par l’auteur pages 90 et 91, en l’adaptant pour ce cas particulier avec )
nous  posons : 

  et   l’on forme     que l’on cherche à identifier à  ( est une sorte de valeur propre) ; les coefficients indéterminés sont a, b, c, m, n et .

[Cette idée de former   est d’autant plus judicieuse, que Niels ABEL dans deux articles de 1826  « sur l’intégration de la formule   R et rho étant des fonctions entières » p 164 du Journal de Crelle tome I p104-145 https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k2437b/f119.item.texteImage  et p 139 tome II  https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k2438n/f96.image.texteImage (Théorie des transcendantes elliptiques p 87-189)  dit qu’une intégrale pseudo elliptique est exprimable au moyen d’un logarithme ou d’un Arctan. (il   utilise pour ce fait la théorie des fractions continues périodiques (à cause du radical…)).]



  où  

et  comme     on doit identifier  à 
soit  (notation du programme Maple)  à 0.

Or   si Günther dit page 91 « La simultanéité de ces équations est un condition suffisante pour que l’intégrale S appartienne aux intégrales pseudo-elliptiques. », il ne rappelle pas que (a,b,c,n) doit, pour être intéressante, être différente de la solution banale (0,0,0,0).

On obtiendra en effet, en posant  et  (on ne craint pas l’apparition de nombres complexes puisque , on peut aussi faire intervenir un argument ; Günther p 95 donne de tels passages dans ses exemples)
Alors
Mais le programme Maple (ci dessous et aussi donné  en annexe et sur mon site) donne la seule solution banale :


A := 'A'; H := 'H';
A := A
H := H
A := x^4*a*k+(-2*a*(k^2+1)-b*k)*x^3+(3*a*k-3*c*k)*x^2+(b*k+2*c*(k^2+1))*x-k*c;
A := x^4*a*k+(-2*a*(k^2+1)-b*k)*x^3+(3*a*k-3*c*k)*x^2+(b*k+2*c*(k^2+1))*x-k*c
H := A-2*Z*(m*(a*x^2+b*x+c)^2+n*(k*x^3-(k^2+1)*x^2+k*x));
H := A-2*Z*(m*(a*x^2+b*x+c)^2+n*(k*x^3-(k^2+1)*x^2+k*x))
eq := {coeffs(expand(H), x)}; solve(eq, {a, b, c, m, n});
eq := {-2*Z*a^2*m, -2*Z*c^2*m+A, -4*Z*a*b*m-2*Z*k*n, -4*Z*b*c*m-2*Z*k*n, -4*Z*a*c*m-2*Z*b^2*m+2*Z*k^2*n+2*Z*n}
{a = 0, b = 0, c = c, m = m, n = 0}

(Je remercie, le collègue-qui désire rester anonyme-pour son aide d’expert et ses conseils  précieux  pour ce programme !)

Donc la pseudo-ellipticité de l’intégrale de Greenhill (pourtant affirmée p 240-242 (voir les liens donnés) du livre cité d’Appell et en final du problème de mécanique 1961 à l’origine de cet article) serait mythique.
Cela déçoit ? Mais rappelons qu’en mathématiques un résultat même négatif et estimé décevant est une réponse !
Nous étions pourtant prévenu car à la fin de la page 2 et exercice 4-3 p 8, dans son article de 1991 Conrad affirme théoriquement cette impossibilité et Pappalardi et Van der Poorten par un article de 2004 disent qu’il faut un numérateur au moins de degré 1.
 



Une généralisation intéressante (et de niveau stratosphérique), serait de déterminer un critère sur les paramètres d’une intégrale elliptique, caractérisant qu’elle puisse être « pseudo elliptique ».
Une direction  possible est le critère d’Atiyah Singer
http://clong.pagesperso-orange.fr/semana/documents/divers/caen_2014.pdf 
(147 pages, on comprend tout de suite le niveau avec les noms cités Thom,  Grothendieck, Riemann Roch, Witten, Noether, Dirac, Clifford, Levi Civita,  Feynman… https://fr.wikipedia.org/wiki/Intégrale_de_chemin (voir les exos du livre MMP de L Schwarz sur les distributions pour une autre intégrale de Feynman…))
https://fr.wikipedia.org/wiki/Théorème_de_l%27indice_d%27Atiyah-Singer 
http://images.math.cnrs.fr/Atiyah-pensees.html 
https://fr.wikipedia.org/wiki/Isadore_Singer 


CONCLUSION : comme disait Georges Valiron quand il était professeur de Faculté à Strasbourg (1919-1931) « Chaque problème résolu, en soulève (au moins) deux autres » (cette citation est rapportée page 22 d’images des Math d’Eugène EHRHART (*) (Cedic 1986) ) : cet adage se vérifie ici : quels sont les critères, sur les paramètres, de pseudo ellipticité ? Existe–t-il des tables complètes ? qu’est ce qui (en mettant des bornes aux intégrales) différencie les graphes d’une intégrale pseudo elliptique et d’une intégrale elliptique ? ……. ; Y a t-il un lien entre pseudo-ellipticité et le théorème de LIOUVILLE (1833)-ROSENTLICHT (1968) ; Comment simplifier le dernier calcul avec Maple pour vérification du dernier calcul ? 
(*) Bien que je sois certain, vu le sérieux du collègue (Agrégé Externe 1948), que la coquille en soit involontaire, dans l’index des articles page 6 article 64, il y a une faute typographique « marrante », due sans doute à une transcription du manuscrit ? : « Sur les sommes de jouissances semblables. »
(je suppose que l’écriture manuscrite arrondies de la lettre p est devenu malencontreusement et involontairement jo)

PS : tous ces calculs que j’avais mis en 1961, de manière manuscrite sur une fiche, intermédiaire entre les formats A6 et A7, bristol  75mm*125mm (que j’ai encore) avec la référence  « Livre Appell Mécanique tome 2» et qui sont reproduits dans les deux dernières pages du corrigé, mis en pièce jointe ou accessible sur mon site, n’y sont pas complètement  (voir les liens donnés dans la bibliographie dont https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k9625125j/f253.image.texteImage ) ni dans les articles de GREENHILL ;  lg_vidiani@club-internet.fr  




BIBLIOGRAPHIE ET SITOGRAPHIE commentées   

Alfred George GREENHILL
https://fr.wikipedia.org/wiki/Alfred_George_Greenhill    dont un portrait

[bookmark: _GoBack]http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Greenhill.html  dont un portrait

https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k99565z/f1.image.r=greenhill 

 https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k99565z.image 
(voir la magnifique préface de Paul Appell) avec une démonstration « élémentaire »
sur le pendule simple ; le pendule simple sans approximation 
 http://www.numdam.org/article/NAM_1902_4_2__241_0.pdf 
et une formule simple sur la formule du pendule (l’enseignement mathématique 4 juillet 1909)
et  http://iris.univ-lille1.fr/pdfpreview/bitstream/handle/1908/3060/A1909-4.pdf?sequence=4 

https://www.e-periodica.ch/digbib/dossearch;jsessionid=0BAAA77649ADBAE98187CE44606A96ED 

https://www.e-periodica.ch/digbib/view?pid=ens-001:1909:11::521#507 

(Où l’on trouve  la transformation de John Landen….présentée sous forme mécanique… pp 246-260) cette transformation est aussi présentée de manière très claire dans le cours de l’X de Chapelon 1949 (et  dans celui de Favard  cours d’analyse de L’école Polytechnique Tome 1/4 (Gauthier Villars 1960) p 494-497 ; elle sert aussi pour la formule de SALAMIN confère spécial pi, Petit Archimède 1980 page 203, Monthly June 1983, mars 2007 ; math computation  july 1976) page 420 et  suivantes à propos de la moyenne arithmético géométrique  de Gauss.
Jacobi l’utilise pour le potentiel Newtonien et des différentes espèces d’intégrales  elliptiques
il  y a les transformations de Landen montante et descendante.

Greenhill pendulum chapitre 5 de https://wwwx.cs.unc.edu/~snape/publications/mmath/dissertation.pdf


Pour voir la liste des 17 articles de GREENHILL publiés dans London Mathematical Society 
On valide le lien (Merci Marc S. !) 
https://londmathsoc.onlinelibrary.wiley.com/action/doSearch?target=default&ContribAuthorStored=Greenhill,%20A%20G 
En cliquant alors sur le lien donné d’un article ont a accès non seulement (non solum sed etiam) à la première page de l’article en question, mais aussi à son code DOI Digital Object Identifier  https://fr.wikipedia.org/wiki/Digital_Object_Identifier 
Que l’on copie dans la fenêtre qui s’ouvre de  https://sci-hub.tw/  qui une fois validé donne à l’écran la totalité de l’article universitaire souhaité ;  ainsi par exemple pour l’article de GREENHILL Pseudo-Elliptic Integrals and their Dynamical Applications ce code est 10.1112 /plms/s1-25.1.195 (le 10.1112 est le code de London Mathematical Society), et vous avez alors accès aux 111 pages de l’article (305-195+1) et vous pouvez alors le lire à l’écran et l’imprimer pour travailler dessus en marquant les points correspondants à votre recherche (merci pour le prix des cartouches d’imprimantes…, qui ne risque rien, n’a rien !)

https://fr.wikipedia.org/wiki/Sci-Hub 

PS 

L'URL :
http://sci-hub.tw/https://londmathsoc.onlinelibrary.wiley.com/doi/abs/10.1112/plms/s1-26.1.215
donne accès aux 42 pages de l'article.
Elles correspondent à : London Mathematical Society -- Volumes 1-26, Issue1 -- November 1894 -- Pages 215-256
Si on les voit à l’écran,  mais seule la première peut s’imprimer

Et oui, l'URL « légale »
https://londmathsoc.onlinelibrary.wiley.com/doi/abs/10.1112/plms/s1-26.1.215 

ne donne accès gratuitement et légalement qu'à la première page.
"Purchase instant acces" en bas à droite, moyennant un paiement de 38 dollars, vous permettra un accès légal à l'article complet...
 On ne voit apparaître ce cadenas orange « acces » à gauche  des boutons related et information en bleu, en haut du rectangle de droite que si l’on clique sur le bouton PDF
A gauche de cette rangée de boutons (pourquoi faire simple quand on peut faire compliqué ? https://static.fnac-static.com/multimedia//Images/FR/MC/34/c6/d7/30918196/1507-1.jpg#16f4da2f-7b0f-4421-9656-df1ae7a08764  et même en anglais puisque c’est London
« "why make it simple when we can make it complicated ? » )


Si le fichier donné par sci-hub, pourtant lisible à l’écran, ne s’imprime pas après la première page, installer Ghostscript qui avec des paramètres appropriés transformera votre fichier pdf non imprimable totalement en un fichier pdf qui le sera ! (Merci F R)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Ghostscript 

GREENHILL s’intéressait aussi à la physique 

Greenhill et stéréoscopie

Appareil stéréoscopique pour mettre en relief les figures géométriques se rapportant aux fonctions elliptiques ;

https://www.gracesguide.co.uk/Alfred_George_Greenhill

http://www.numdam.org/article/BSMF_1901__29__172_1.pdf 

et signalé dans le tome III du cours de Jordan d’analyse à l’X  (1816 à 1912) Gauthier Villars 1959 pages 78-80 : mouvement d’un projectile dans un milieu résistant (si m=1, f(p) est du second degré).

Greenhill et les ovales de Descartes
http://www.numdam.org/article/RHM_2001__7_2_161_0.pdf 

http://www.numdam.org/article/RHM_2001__7_2_161_0.pdf 

http://rene.guitart.pagesperso-orange.fr/textespreprints/ebrgoe00.pdf 
(ovales, Crofton, images de droites parallèles aux axes, projection stéréographique)

Greenhill et l’électromagnétisme 
https://www.jstor.org/stable/1988728?seq=1#metadata_info_tab_contents 
88 pages en
http://www.ams.org/journals/tran/1907-008-04/S0002-9947-1907-1500798-2/S0002-9947-1907-1500798-2.pdf 
Greenhill et l’électrification 1921 (AMS) et 1895
http://rspa.royalsocietypublishing.org/content/98/693/345 
http://rspa.royalsocietypublishing.org/content/royprsa/98/693/345.full.pdf 

Greenhill et les cercles de Poncelet
https://books.google.fr/books?id=zyxAb4ro-oMC&pg=PA247&lpg=PA247&dq=greenhill+Poncelet+circles&source=bl&ots=zsiUT8pz0b&sig=pnAEEOfuAZN4OK7_bsowlaMAs-8&hl=fr&sa=X&ved=2ahUKEwiOs-SHt-LdAhVDnRoKHfVYAkEQ6AEwAXoECAgQAQ#v=onepage&q=greenhill%20Poncelet%20circles&f=false 

Greenhill et la rotation des balles de fusil
https://wikivisually.com/wiki/Alfred_George_Greenhill  

Greenhill et la balistique et l’artillerie  intervention et traduction du Captain Gossot) et calcul par arc ; intervention des fonctions elliptiques

http://www.numdam.org/issue/MSM_1934__65__1_0.pdf 

https://fr.scribd.com/document/123599074/icm1924-2-0571-0594-ocr 

https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k39014f/texteBrut 

http://www.icmihistory.unito.it/portrait/greenhill.php 

Greenhill et les courbes remarquables 

Toujours bloqué dans le final de l’article (4 ou 5 lignes) pour exprimer l’intégrale pseudo elliptique, j’ai l’idée le 8 Octobre de l’an de grâce 2018 de regarder dans les index des trois tomes du traité des courbes spéciales remarquables planes ou gauches 1909 de Francisco Gomes TEIXEIRA https://fr.wikipedia.org/wiki/Francisco_Gomes_Teixeira   :    je ne fut pas déçu du détour !             [image: ]


Greenhill  et le théorème de Habich et la roulette de la courbe de Talbot

Tome II Teixeira p 228 ; Greenhill les fonctions elliptiques et leurs applications traduction de Griess Paris 1895 page 104

Greenhill Théorie de la Chainette sphérique 
 
Tome II Teixeira p 364 Greenhill dans un mémoire important inséré aux Proceedings of the London  mathematical society (1895, Tome XXVII p 123)  montre que l’intégrale de phi paramètre de la représentation paramétrique de la chainette peut être pseudo elliptique et qu’alors la chainette est algébrique (l’article fait 66 pages dont curieusement sans perte de folio les pages 55 et 56 sont en noir ! (L’informatique mon bon monsieur, cela dépend de la vitesse du vent, et l’épaisseur du brouillard et des aurores boréales…) Ce fichier m’a été extrait, le 8 octobre,   par Ludovic Rion, que de remercie encore une fois)

Greenhill et le pendule sphérique

 Tome II Teixeira page 371 Greenhill y contribue par l’ouvrage déjà cité : les fonctions elliptiques et leurs application 1895

Greenhill et l’herpolhodie :  dans le même livre que celui de la ligne précédente

Greenhill et la courbe de la corde à sauter

Tome III Page 274 Greenhill Traité des fonctions elliptiques Paris 1995 pages 97 et 314
Teixeira en donne une représentation paramétrique avec des intégrales portant sur un polynôme du sixième degré



PAUL APPELL

https://fr.wikipedia.org/wiki/Paul_Appell 

http://www.bibmath.net/bios/index.php?action=affiche&quoi=appell 

https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k9625125j.texteImage 

https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k9625125j/f253.image.texteImage 
Paul Appell traité de mécanique rationnelle tome 2 Gauthier-Villars 1896, 538 pages, qui contient p 240-242 §404 quelques éléments [dont l’invocation explicite « pseudo elliptique de GREENHILL »] de « ma fiche » (voir PS) ; voir aussi quelque autres éléments page 258 exercice 18.

APPELL tome 2
P 240  https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k9625125j/f252.image 
P 241 pseudo cité https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k9625125j/f253.image 
P 242 https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k9625125j/f254.image 
P 258 exercice 18 pseudo cité https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k9625125j/f270.image

EDOUARD  GOURSAT  http://www.numdam.org/article/BSMF_1887__15__106_1.pdf 

Article récent http://www.austms.org.au/Publ/Jamsa/V79P3/pdf/c102.pdf 

GUSTAVE MALECOT
https://fr.wikipedia.org/wiki/Gustave_Malécot 
https://www.persee.fr/doc/bmsap_0037-8984_1996_num_8_1_2431 

FRANCISQUE SALLES
(quand  des étudiants se plaignaient de trop de devoirs : « jamais abondance de bien n’a nuit »)

https://www.idref.fr/061173541 

http://worldcat.org/identities/viaf-250420250/ 

http://documentation.unicaen.fr/Default/doc/FLORA/798828/initiation-au-calcul-operationnel-et-a-ses-applications-techniques-cours-professe-a-l-i-n-s-a-de-lyo?_lg=fr-FR 


https://bibliotheque.ensma.fr/index.php?lvl=author_see&id=3936 

http://beuchot.gerard.free.fr/BlogInsa/Blog_des_ingenieurs_INSA_de_Lyon_1ere_Promo_%20%20les_retrouvailles.htm  (voir rubrique premiers professeurs)  INSA

http://muhaz.org/en-novembre-1957-plusieurs-profs-faisaient-aussi-leur-premire.html 

https://www.google.fr/search?q=%22francisque+salles%22&source=lnms&tbm=isch&sa=X&ved=0ahUKEwjukfL5i7vdAhVFxhoKHXTPBkAQ_AUICigB&biw=972&bih=482#imgdii=-_9Nua4EMzIqcM:&imgrc=q53LShkljsn2OM: 

https://www.google.fr/search?q=%22francisque+salles%22&source=lnms&tbm=isch&sa=X&ved=0ahUKEwjukfL5i7vdAhVFxhoKHXTPBkAQ_AUICigB&biw=972&bih=482#imgrc=q53LShkljsn2OM: 





Quelques exemples d’intégrales PSEUDO ELLIPTIQUES 

Abbé Maurice POTRON
(deux tomes d’exercices de licence Calcul Différentiel et Intégral Hermann 1926)
L’exercice 91 page 131 (Lille novembre pratique 1912) donne un exemple simple d’intégrale pseudo elliptique  en proposant d’intégrer   où P(y) est du quatrième degré et n’ayant pas ses racines distinctes.

Intégrale de CLAUSEN 
http://www.numdam.org/article/BSMF_1882__10__88_1.pdf  (Sur l’évaluation de certaines intégrales pseudo-elliptiques SMF 1882)
(Günther cite p 90 l’extrême habileté de Clausen)


https://www.encyclopediaofmath.org/index.php/Pseudo-elliptic_integral 

http://www.austms.org.au/Publ/Jamsa/V79P3/pdf/c102.pdf 

https://books.google.fr/books?id=PgYWAAAAQAAJ&pg=PA175&lpg=PA175&dq=%22pseudo+elliptique%22+intégrale&source=bl&ots=OsE8UCswgY&sig=Ai_ljkivRPZKA2PLYBx6TsZlkwI&hl=fr&sa=X&ved=2ahUKEwiGsa-U9PTdAhWGXMAKHSYSC6QQ6AEwBHoECAUQAQ#v=onepage&q=%22pseudo%20elliptique%22%20intégrale&f=false   (Euler, Darboux, Condorcet)

http://dptinfo.ens-paris-saclay.fr/concours-ens/Ressources/sujet-math-info-2006.pdf 
http://www.numdam.org/article/BSMF_1884__12__51_1.pdf 

Une belle intégrale, pseudo elliptique, qui ressemble à celle de Greenhill est celle, signalée par Raffy page 68 de http://www.numdam.org/article/BSMF_1884__12__51_1.pdf 

 que l’on retrouve pages 127-128 du livre de Félix Tisserand Gauthier Villars 1877 
 __51_1.pdf

Deux changements de variable, indiqués, permettent de calculer   avec ,  au moyen d’un log ou d’un Arctan selon le signe de c (b^2 =ac)

Cités par François Brunault (ENS  de LYON) (que je remercie pour ses messages, ses réponses rapides, et ses conseils très éclairés et ses références toujours judicieuses)

Article de 1991 de 13 pages de Brian Conrad   http://math.stanford.edu/~conrad/papers/elemint.pdf 

Article  (14 mars 2004) de Francesco Pappalardi et  Alfred  Jacobus  Van der Poorten comme quoi pseudo elliptique est faux si le numérateur est 1 et le radicande de degré 4.
https://arxiv.org/pdf/math/0403228.pdf  il commence par une « surprenante » intégrale pseudo elliptique.  Et page 69 (la première de l’article) une explication Abel géniale, en (2), du lien entre pseudo elliptique  et       ).


«  71 72 » Extrême sensibilité de la « pseudo ellipticité » aux paramètres sous le radical : expliquée par le groupe de GALOIS  https://fr.wikipedia.org/wiki/Algorithme_de_Risch 


https://math.stackexchange.com/questions/2821112/integral-milking 

https://math.stackexchange.com/questions/681893/how-to-integrate-int-fracx-sqrtx410x2-96x-71dx 

Exercice 3 page 85 de https://projecteuclid.org/download/pdf_1/euclid.chmm/1424377613 

Question 4 page 6 de https://banques-ecoles.fr/cms/wp-content/data/filiere-mp/annales-de-la-banque-i/session-2006/sujet-ecrit-2006-i_mathematiques_informatique.pdf 
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