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Compte rendu de films

by Fulny 4T S & M22

Série mosaique mathématique (6 films de 13 ),
série coordonnée par J.M. Kantor
(voir auss! la rubrique "Mathématiques Audiovisuelles” de Matapli2s)

1. LA MUSIQUE DES SPHERES

réglisatrice  : Danielle Jaegi
mathématicien: Pierre Cartier (Polytechnique)
Fiim d"Edwige Kertes.

Theme : Approximation et fractions continues.

Comment peut-on analyser des grandeurs sans

commune mesure ? Par exemple la nature nous a

fourni deux horloges naturelles, le soleil et Ia

.une, mais leurs périodes ne sont pas en concor-

Zance. L’année dure 365 + -~ jours etla
4+ omtemn

+.0
T¥riode de 1a lune 29,5 jours. L’ imprécision des
Zesures est cause des décalages dans la détermi-
zation précise des saisons. Le calendrier a §tabli
zn rythme des nouvelles lunes sur 19 ans,

En musique la gamme de Pythagore (vers
S0 av, 1.C. - vers 480 av. J.C.) est analysée, Les
suintes et les octaves ne peuvent &tre en concor-
Zance (ne «collent pas») : la différence enire
Zouze quintes et sept octaves dont le rapport des
Zéquences est (3/2)2 : 27 = 10136, soit enviren
23,7 cents, s"apelle comma. Par exemple laquinte
<onstituée par les notes extrémes de la série sol-
Ziese-Mi bémol est trop grande d’environ 35
<ents (c'est-d-dire d’un tiers de ton) el sonne
articuliérement faux : ¢’est la quinte du «Lonp»,
zinsi nommée parce qu’elle «Hurles,

Le film se termine par 1'illustration de 1" idée
22 I Kepler (1571-1630}, traduire les mouve-
ents des plangtes par un théme musical propre i
<haque planéte : ¢’est 1e theme «La Musique des
Sphires», Cecl relie les deux thémes, celui du
caiendrier et le theme musical.

Le but du film est de montrer comment les
mathématiques peuvent traquer I'ordre sous le
Ziordre par le moyen des fractions continues.

Le film est bien documenté et fait un survel
=78 caleul, mais doene envie d’en savoir plus.

Pour en savoir plus :
Z. Sur les gammes musicales et le calendrier.

* Concours ENS 1984, Epreuve pratique,
- urnal de Mathématiques Spéciales, janvier 1985
st P, Cartler).

» M. C. Werquim, Introduction du solfége @
. wsage desmathématiciens, Le Nouvel Archimede
02, p. 13-24 et 103, p. 10-16, 1984,

1. 1tard, Les livres arithmeériques d'Euclide,

h

Hermann, 1961,

* B. Parzysz, Musigue et mathématique,
Brochure de ’APMEP 53, 1984 (voir aussi le
Bulletin de L' APMEP 344, 1984, p, 430).

* P. Cariier, Les gammes musicales et la
théorie des groupes, Conférence X-UPS, 1983,

*D.L, Reiner, Enumeration in music theory,
Amer. Math. Monthly 92, janvier 1985, 51-54.

* Sons et musique, Bibliotheque Pour ia
Science, Diffusion Belin, 1980,

2. sur le Calendrier.

+ Concours ENS 1988, Epreuve pratique.
3. sur la date de Piques.

* Concours ESTP 1977.

2. IRONIE DU SORT

réalisateur : Frangois Tisseyre
mathématicien : Jacques Neveu (Polytechnigue)
voix : Romain Weingarten
assistante de réalisation : Claire Weingarten
Théme : Comment s’est dégagée 1a mathématisa-
tion du Hasard ? Probabilités et statistiques.
Comment peut-on spéculer sur 1’ apparition d’un
événement 7

Le philosophe Henri Bergson (1859 - 1941)
énongait : «8i une énorme tuile tombe sur un
passant nous disons que c’est un hasard. Le di-
rions nous si elle §’était seulement écrasée sur le
sol T

Le film débute lentement pour bien asseoir
S0n propos, qui est de montrer comment, aprés
une lente décantation, 1’analyse du hasard est
devenue une science. Blaise Pascal (1623 - 1662)
répond A Antoine Gombaud, chevalier de Méré
(1607 -1684), qui lui pose la question de la répar-
tition des gains 4 [’ issue des parties interrompues.
Pierre de Fermat (1661 - 1665) confirme ces
calculs par upe approche différente. Depuis ce
temps 13, le hasard est devenu une science nourrie
parlafascination des jeux et s’ organise en géomé-
trig du hasard. Christiasn Huyghens (1629 - 1693)
dégage I'espérance des gains. Jacques Bernoull
{1654 - 1705} dégage 1a loi des grands nombres et
NOCE QU NOUS NE POUVOLS qUE PIOZFESSET €N «&X-
périence du hasard». Abraham de Moivre (1667 -
1754) quantifie le hasard, en établissant une esti-
mation de la différence entre la probabilité de
gagner et ia fréquence des coups gagnants,



L’astronome Edmund Halley (1656 - 1742)
réussit pour la premidre fois A exploiter les tables
de mortalité pour établir I"espérance de vie. Ceci
serautilisé pour le calcul des primes d’ assurances
et ainsi nait la notion de statistique : dans cet autre
pari les enjeux sont les biens ou la vie des indivi-
dus.

Pierre Simon, Marquis de Laplace (1749 -
1827), dans une premigre synthese remarquable,
assimile toutes les expériences antérieures et
permet d’opérer sur des variables continues ou
discontinues. Un nouvel acteur apparait :le modale
de la courbe en cloche de Gauss qui intervient
dans une grande variété d’expériences statisti-
ques.

Suivent ensuite des exemples d’applica-
tions pratiques.

Ainsi on peut estimer le degré d’exactitude
d’une évalvation d’un ensemble, trop grand pour
gu’on puisse en compter tous les éléments. Par
exemple dans une manifestation on peut estimer
le nombre des manifestants, encomptantun échan-
tillon et en extrapolant par
maillage. De méme un industriel” T | 7 ]"
qui veut §’assurer par un contrdle | }i s ]
de qualité que la majorité des| - [ = -T
pigces qu’il fabrigue correspond
aux normes fixées, préleve des échantillons et
teste le pourcentage de pidces réussies et A partir
de Ia extrapole grice A ses tables statistiques,

¢lablies par expérience, le pourcentage global de
pices satisfaisantes,

L

Bienentendu, laplusbelle théorie au monde
ne peut donner que ce qu'elle a.

Le hasard ne cesse d’envahir le domainé
scientifique.

Exn théorie du signal fortement bruité par un
cryptage, le filtrage par accumulation qui super-
pose des périodes de signal utile et de bruit ang-
mente le rapport signal/bruit.

Pour les radars I"intérét du hasard repose
sur la possibilité d’atténuer le bruit introduit par
les perturbations éiectro-magnétiques : on sépare
le signal bruit dans tous les azimuts.

Le bruit existe dans la matidre : ¢’est "agi-
Lation motéculaire découverte par Robert Brown
(1773 - 1858). L’exemple du mouvement brow-
nien peut s'adapter aux fluctuations boursitres,
les marchés financiers étant soumis 4 des équili-
bres fragiles.

Les enjenx de la technologie =-i=—r
pouvant £tre gigantesques (conquéte spat=: -
faut réduire au maximum la part de 'imzm:sz-
ble.

En conclusion ce film offre un his:oo e
bien échelonné et une grande variéié d’exz—- =
intéressants pour illustrer Uencadrement 2z -
sard dans Ia vie industrielle ou scientifignz.

Pour en savoir plus :

B. Coutrot et F. Droesbeke, Les méthods-
prévision, Que sais-je 7 (PUE)

M. Saada, Mathématiques financiéres, Qua sz -
je 72192 (PUF)

S. Lipschutz, Probabilités, série Schaum, M
Graw Hill Ed. (1985)

P. Deheuvels, La probabilité, le hasard et la -~
titude, Que sais-je 7 PUF (1982).

3. L'ANALYSE DE FOURIER

réalisateur  : Jean Paul Fargier
mathématicien: Jean Pierre Kahane (Paris S-;
Théme : Naissance des séries de Fourier ; analvs:
de Fourier,

Pendant 10¢ ans environ, de 1860 2 194,
les mathématiciens en ont beaucoup voulu 4 I--
seph Fourier, pour avolr considéré comme éx:-
dentes des choses trop difficiles 4 démontrz-
Maintenant il apparait comme un novateur gricz
aux concepts qu’il a introduits et & son approck:
des mathématiques.

On rencontre partout des séries de Fourier.
dans ’exploration du ciel en astrophysique, en t3-
lécommunications, en prospection pétrolizre e:
dans la synthése des sons.

Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 - 183G -
est un pur produit de la Révolution Francaise.
Eléve de I'Ecole Normale en I’An Trois ol i
suivit I'enseignement des plus grands savants de
P'époque, il suivit Gaspard Monge (1746 - 1818;
lors de 1'expédition de Bonaparte en Egypte en
1798, ot il devint secrétaire de 1'Institut Francais
d’Egypte. Il fut nommé par Napoléon en 1801
Préfet de I'Isére, puisil devint en 1817 secrétaire
perpétuel de [’ Académie des Sciences.

On lui doit 1a théorie analytique de la cha-
leur. Ne cherchant pas 3 élucider la nature de la
chalewr, il propose un mod@le pertirent de sa
propagation a partir de I’équilibre des températu-
res, modéle encore utilisé par les ingénieurs et les




™

physiciens (il établit comment se répartit 1a tem-

pérature dans un solide carré, dont le fond est

chauffé 3 100° et les parois sont & 07),
L’équation des cordes vibranies

Bu au

M G
présente une trés grande similitude avec celle de
la chaleur en équxhbreaﬁu + iuu = () ;cetie ana-
ax2 a Y
logie s’explique par le passage par les variables
complexes
Fax++flx-tyoufly+it)+fly-it)

etparles solutions élémentaires sin{rax) cos(n o)
et sin(naw) exp(-nay) que 1'on superpose.

L'idée de génie de Fourier est de décompo-
serla fonction créneau en harmoniques : I’ origine
des séries de Fourier repose sur I'analyse du
signal ou d’une fonction par les coefficients de
Fourier. La richesse du travail de Fourier repose
sur la dualité analyse (recherche des coefficients
de Fourier) et synth&se (reconstitution de la fone-
tion & partir de la sommation de 1a série associée).

Ceci obligea les mathématiciens & préciser
ce qu'il fallait entendre par intégrale, fonction et
série. Ceretour aux fondements fut A1 origine des
notions les plus générales de I'analyse mathéma-
tque,

Ainsi en 1870 le mathématicien allemand
Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815 - 18497)
donna un exemple de fonction continue partout,
dsrivable nulle part

WE(x) = 2::0 atcos{bix)

"t 0<a<l, be2Z+1et 2ab>3n+2, dont
2 graphe constitue un premier exemple d'ensem-
=2 fractal pour lequel I'invariance interne appa-
czit en effectuant des «zooms» successifs.

Ce film estune excellente analyse du théme
Zx1a modélisation et éclaire les notions de série,
2 :ntdgrale et de fonction.

Pour en savoir plus ;
2 "porter a tous les cours classiques sur les
125 de Fourler, I'analyse de Fourier, I'intégrale
"; Fourier, et la transformée de Fourier raplde
Z-zt les applications sont bien décrites dans
T ioTage de W.P. Press, B.P. Flannery, S.A.
Trikolsky & W.T. Vetterling, Numerical reci-
~z: The art of scientific computing, Cambridge

o 29

University Press, 1986). Voir aussi 1'ouvrage de
C. Gasquetet P. Witomsky, Analyse de Fourier et
applications : Filtrage, calcul numérique et on-
delettes (Masson, 1990).

4. COMMENT S’ORGANISER

réalisatenr : Yean Luc Léon
mathématicien: Jean Michel Kantor { Paris VII)

Theme : Théorie des graphes et recherche opéra-
tionnelle. Comment des problémes d’organisa-
tion peuvent-t-ils étre résolus sous 'angle des
mathématiques 7

Un matre d’un petit village 1900, désolé de
voir ses administrés gicher leurs énergies, décide
une campagne d’informaticn.

Premier probléeme
Comment le facteur peut-il
faire sa tournée en n’emprun-
tant qu'une seule fois chaque
rue 7 Ce probleéme, dit probléme
eulérien (analogue & celui des®

porte un nombre impair de
rues : ici le probléme est im- |

5 Bg [}
possible car un carrefour du \ /
petit village est le point de ®* py
départ de 5 rues. \ /

Deuxiéme probléeme A occasion d’un

pique-nique, comment faire traverser trois cou-
ples de la rive gauche 2 la rive droite, au moyen
d’une barque ne pouvant contenir que deux per-
sonnes, sachant que les maris sont tr2s jatoux
{surtout monsieur Folichon) et ne peuvent conce-

voir que leur épouse reste sur une rive ou sur le
bateau, seule en présence d’un avtre homme ?

Ce probléme peunt étre résolu par la théorie
des graphes, au moyen de 11 traversées : sl on
représente la sitnation sur la rive gauche par un
point de coordonnées (homme, femme) la situa-
tion initiale est (3,3) et la finale est (0,0). La
solution est représentée sur la figure ci-aprés.

On la détermine en plagant les seuls points
possibles compie-tenu des contraintes de jalou-
sies et on cherche les jonctions possibles.

Cette démarche est utilisée pour I’étude des




réseaux de transport.

FEMMES

Le troisiéme probléme est celui de 1a re-
cherche par le facteur du trajet le plus court pour
le relevé des boites aux letires, Pour un petit
village avec 7 boites aux fettres il ¥ 4 350 trajets
possibles qu'il faudrait tous tester car ce pro-

bleme n’est pasencore résolu. Pour un nombrede ~

rues plus élevé, tous les ordinateurs les plus puis-
sants de la terre ne suffiraient pas : c’est un
exemple de probléme simple qui n’est pas résolu
4 I'heure actuelle. On pense qu'il n’y a pas de
solution. On a seulement déterming des solutions
approchées.

Ce film a I'avantage de I'unité de lien et de
montrer comment résoudre des problemes faciles
4 comprendre. Les trajets du facteur sont un peu
lents mais bien agrémentés, pour rompre la
monotonie,

Pour en savoir plus :
Sur les théorie des graphes.

= C. Berge, Théorie des graphes er  ses
applications, Dunod, 1958,

. *C. Berge, Graphes et hypergraphes, Gau-

thier-Villars, 1970.

* L Grossman, W, Magnus, Les groupes et
leurs graphes, Dunod 1971,

Le premier probleme fut résolu par Leon-
hard Enler {1707 - 1783) en 1736 pour la ville de
Koenigsberg (Kaliningrad aujourd’hui}, traver-
sée par la Pregel, rividre qui coule de part et
d'autre de I'fle de Kreiphof et qui possede sept
ponts. Un piéton ae peut s¢ promener en traver-
sant une fois ¢t une seule chague pont caril y a
cing ponts aboutissant 3 I'ile.

Le deuxigme probléme estcelui ' Al Quinn
(rincamation du mathématicien médiéval Al-
cuin ([735 - 8041 ol un agricalteur doit faire
fraverser une rividre 4 up lion, un lama et une
laitue. C’est angsi le problme du loup, de Ia
chevre etduchou, Ce probléme cstmentionné trig
01 par exemple dans Pouvrage d’Ozanam, Re-

créations mathématigues (1694), Une étude ;.
proposée par 1. Stewart dans Pour lg Science, 122
1989, p. 102 3 107,

Pour Ie troisidme probléme, celui du résaz
Ie plus court, on pourra consulter Ze caleul inter,-
sif (Bibliothéque pour Ia Science, 1989, p. 107 -
109, Distribution Belin). L’algorithme de recher.
che du résean Ie plus court est celuj de Steiner. -
méthode de 1" ordinateura bulle de savon, utilisaz:
Ia propriété de surface minimale de Plateau, per-
et pratiquement d’obtenir une solution dy pro-
bléme A vingt-neuf peints, ce qui semble &tre Iz
limite des ordinateurs actuels {voir avssi Les ma-
thématiques d’qujourd 'hui, Bibliothéque pourla
Science, Diffusion Belin, 1986, p. 168 a 182).

5. LA LOI DU MOINDRE EFFORT

réalisateur : Jean Paul Fagier
mathématiciens : Philippe Pally dela Barrigre et
Jean-Michel Kantor (Paris VID

Théme : Le caicul des variations.

Jean Michel Kantor interroge le mathématicien
professionnel Philippe Palin de 1a Barriére sur les
raisons de ses succes comme navigateur avec
"Charente Maritime*,

On découvre comment un mathématicien
professionnel est amené A utiliser ses compéten-
Ces pour son passe-temps.

Pour gagner une course i 1a voile, il faot
utiliser des méthodes d’optimisation basges surle
caleul des variations en tenant compte de plu-
sieurs parametres : la structure dy bateau et de 1a
coque, la résistance & I"avancement, I"aérodyna-
migue des voiles, le choix des routes,

* Pour avoir du vent dans les voiles ¢t choisir la
route qui assure un vent suffisant, on est ameng a
lenir compte des courbes isohares et des perfor-
mances possibles du bateau. Cela se traduit sous
forme d’un graphe en coordonnées polaires en-
trant la direction et la force du vent, Suivant Iz
disponibilité des voiles ot Jes avarics, un pro-
gramme cafcule les routes optimales (ay plus vite)
en évitant les zones non ventses, pour utiliser au
mieux le potentiel du batean.

* Pour rechercher 1s route la plus courte, il faut
trouver les géoddsiques, Quand i n'y a pas de
contraintes ¢'est évidemmean: Uure de grand cer-
cle qui joint Ie poing g2 roint d’amrivée,
* Pour gagner ks copraz on o ioé de faire un




compromis entre laroute la plus courte etlaroute
1a plus rapide ayant les vents les plus favorables,
les alizés.

Un autre exemple est celui étudié par Gali-
léo Galilée (1564 - 1642} {«e pur si muove») qui
pensait gue la route la plus rapide pour une bille
sur un plan incliné était un arc de cercle. On a
érabli que ¢’est en fait un arc de cycloide.

+ Pour avoir la solution optimale on fait un com-
promis qui prend en compte la distance parcou-
rue, la météorologie, et les performances du ba-
teau en utilisant le caleul des variations inventé au
18= sidcle par Leonhard Euler (1707 - 1783) et
par Joseph Louis Lagrange (1736 - 1813) : Sion
veut minimiser .

I =f F{s,x(s),x" (s}) ds
1]
il faut quesoit vérifide I’équation de Lagrange

F'i(s,x,x'}- i F'x{s.x.x')=0.
= Pour choisir le chemin le plus rapide par exem-
ple de 1a Rochelle & Quebec ou de la bille sur son
plan incling, on suppose le probléme résolu. On
prend un chemin voisin et on exprime que I’ écart
de trajet doit étre du second ordre.

Le film fait une bonne analyse des problé-
mes posés et est bien illustré et documenté.

Pour en savoir plus ;
Sur les problémes de calcul des variations.

» Concours de I’ Agrégation de Mathémati-
ques 1960, Epreuve d’ Analyse.

» Concours ENS 1981 appliqué.

» Concours 1980 de chimie centre.

Sur la théorie du calcul des variations

* J. Favard, Cours d’Analyse de I’Ecole Po-
Iytechnique, tome 111, fasc. 2, Théorie des Equa-
tions : Equations aux dérivées partielles, Equa-
tions intégrales, Calcul des variations, Gauthier
Villars, 1963.

* G. Valiron, Cours d'Analyse mathémati-
gue : Equations fonctionnelles. Applications,
p. 370 & 440, Masson, 1950.

Quant au probleme «Brachistochrone» du
temps le plus court sur le plan incling, c’est Jacob
Bernoulli (1654 - 1705} qui le résoluten 1696 en
participant & un concours organisé par 1" Acadé-
mie des Sciences de Paris. Il montra que la solu-
tion est un arc de cycloide : ceci est important en

particulier dans les compétitions de ski (voir, par
exemple; Science et Vie, janvier 1991},

6. LE SAC DE BILLES

réalisatenr : Nicolas Stern
mathématicien: Jean-Michel Kantor, JTean Oes-
terlé (remarquable de clarté et agréable)

Theme : Géométrie des nombres.

Empilements de spheres : les sphéres de Kepler.
Y a-t-ilencore en 1990 quelgue chose 2 découvrir
en mathématique ?

Les problémes liés aux empilements de spheres
se rencontrent trés souvent dans des situations di-
verses (balles de Ping Pong, billes, balles de
tennis, atomes, planétes, étoiles) et ont de nom-
breuses applications.

+ "ireize A la douzaing”. Au 17+=siecleil y aeuune
controverse entre Isaac Newton {1642 - 1727) et
James Gregory (1638 - 1675) le premier affir-
mant qu’il existait douze spheres qui touchent
une sphére donnée et le second treize.

On analyss comment un épicier fait pour

empiler ses oranges {mais ily a aussi d’antres mé-
thodes d’empilement), au-
cune des 12 ne touchant les
autres @ on pouvaif esperer
qu’en les déplacant un peu
on pouvait gagner la place
d’une treizidme. En fait la
solution fut affirmée A 1a fin
du XDX(*=sigcle - mais sans preuve vraiment sa-
tisfaisante et le probléme ne fut résolu, etcela né-
gativement,qu’en 1953 :iln’ya que douze boules
qui touchent une sphare.
» Par le biais d’une trace de pas dans le sable, qui
modifie I'empilement des grains de sable, le film
aborde ensuvite les problémes de densité maxi-
mum et de déssérement de I"empilement. Quand
on jette en vrac des billes dans une caisse, le
rapport entre le volume de la caisse et 1a somme
de celui des billes est de 60% (40% d’air). Sion
secoue un peu on obtient un rapport de 64%. 11
serail trds intéréssant pour les mathémaliciens de
I'expliquer car cela permettrait d'expliquer la
répartition des atomes dans un fluide, pour cerner
le probiéme de densité des liquides.

Au laboratoire de ['Ecole des Ponts et
Chaussées onétudie les empilements de grains en
vue de modéliser le transport des polluants dans
les nappes phréatiques et I’écoutement de I'ean



3z .

dans les chaussées porevses.

En dimension 2, pour les.cercles on trouve
une densité de 78% pour une répartition of les
centres forment des carrés, .
mais 0.9069 quand la répar- 7
tition est hexagonale. En di- ‘ . -
mension 3 on obtient une LY
seule répartition cubique ou NN
hexagonale qui donnent le & Xj\
méme empilement avec la \. A A A
méme densité de 74%, qui semble 8ire un maxi-
mym.

* Johannes Kepler (1571 - 1630) d&s 1611 posale
probleme de ta recherche des empilements plus
denses. En 1990 Chiang 4 Berkeley a annoncé que
le probléme était résolu, mais au moment du
tonrnage, aucur manuscrit n’ayant été publié les
calculs n’ont pas encore &té vérifiés.

* Les mathématiciens dtudient aussi des empile-
ments de sphares en trés grande dimension (supé-
rieure & 3), Le film montre alors la projection d'un
hypercube en dimension 4.

*Lesempilements de sphéres s’appliquent dans le
codage du son dans le léphone : Ie son est
converti en chaines numériques ; cette conversion
utilise des empilements de sphires dans des espa-
ces & grande dimension. Le probl2me est d’obte-
nir de bons codages sans erreur. On a montré que
ce probléme de codage numérique était tras pro-
che de celui des empilements de sphires.

Ce film est remarquable et captivant d’un
bout & I’antre en dépit de 1a faiblesse des moyens
techniques utilisés. L' attention ne se reliche pas,
gréce & un problme dont la solution est compli-
quée, mais le sujet est saisi immédiatement méme
par un non scientifique.

Pour en savoir plus ;

* Martin Gardner, Nouveaux divertissements ma-
thématigues, p. 70 4 78, Dunod, 1970,

* Probléme P4, Le Nouvel Archimede 110, 31-
32, 1986 (Empilements de cercles sur la surface
d’une sphére : on peut en placer 21 ; le maximum
thdorique est de 23).

* Les mathématiques d'aujourd hui, loc. cit., p. 43
& 63 (lien entre la densité des empilements de
spheres en dimension 24 et le codage des trans-
missions numériques - réseaux de Leech).

* Per Bak & Kan Chen, Les systémes critiques
auto-organisés, Pour Ia Science 160, 52-60 (voir
p- 33, la constitution des tas de sable), 1991.

Pour voir évolver un hypercube 2 4 dimensions,
* The 4-dimensional cube, Lascaux Graphix (que
I’on peat commander A I'adresse suivante ; 3220
Steuben Avenue, Bronx, NY 10467, Etats-Unis -
ladisquette d’accompagnent donne un programme
en Turbo Pascal}.

L.G. Vidiani



