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Le couvercle circulaire

I Introduction

Pour la premiere fois en 1899, le mathématicien
allemand Heinrich Wilhelm Ewald Jung', dans deux
articles [4, 5], envisagea et résolut le probleme de la
recherche du plus petit couvercle circulaire d’un en-
semble de points du plan. Cette question fut reprise
par Raoul Bricard [3, 6] en 1914, puis évoquée, ac-
tualisée, modernisée dans de multiples ouvrages [2],
notes ou articles. Elle est aussi maintenant périodi-
quement le sujet de questions d’oral aux concours des
grandes écoles scientifiques [1,7-10].

Soit K un compact non vide, de diametre ¢, d’un
espace affine euclidien £ de dimension 2. On sait
qu’étant borné (un compact est un fermé borné de
E), il peut étre recouvert par une boule fermée. La
question est de chercher le rayon minimal Ry d’un tel
« couvercle » et de démontrer qu’il y a unicité d’un
disque de rayon R( recouvrant K, puis de donner des
directions de généralisation.

Il Existence et unicité du couvercle

Comme dans un espace vectoriel réel de dimen-
sion 2, toutes les normes sont lipchitz-équivalentes,
nous utiliserons la norme et la distance euclidiennes,
soit Y, y € E, d(x,y) = |[x.

Toutes nos notations sont classiques et ¥Y(x,r) €
E xXR*, B(x,r), B'(x,r), S(x, r) désignent respective-
ment la boule ouverte, la boule fermée et la sphere de
centre x et de rayon r.

Pour tout @ € K, on a K C B’(a,9) : I’ensemble
des boules fermées recouvrant K n’est donc pas vide.
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1.1 Existence

Nous allons montrer 1’existence d’une boule fer-
mée contenant K dont le rayon est minimal.

L’ensemble des rayons des boules fermées qui
contiennent K est une partie non vide (on vient de le
voir) de R*, il a donc une borne inférieure Ry. Par défi-
nition de la borne inférieure, pour tout entier positif 7,
on peut trouver une boule fermée B(x;, r,,), contenant
K,avecx, e Eet0O<r, <Ry+ %

Un point a étant choisi dans K C B(x,, r,), on a
d(a,x,) < Ro + 1. Par conséquent, la suite (x;,),en=
est bornée. On peut donc en extraire une sous-suite
(Xp(n))nen+ convergente vers une limite A.

Pour tout x € K et tout entier n, on a d(x, Xy(,)) <
Ry + $, et donc, a la limite, d(x,1) < Ry, ce qui
prouve que K C B(4, Ry).

.2 Unicité

Supposons qu’il existe deux points distincts A #
A’ tels que K C B(A,Rp) et K C B(A',Ry). Les deux
cercles S (4, Ry) et S (A, Ry) se coupent en deux points
réels (éventuellement confondus) P et Q. En effet,
deux cercles réels sont ou bien extérieurs, ou bien sé-
cants, ou bien I'un est intérieur au disque de 1’autre.
La premiere hypothese est exclue puisqu’ils ont une
partie réelle’> commune non vide (puisque contenant
K). L’inclusion du disque de I’un dans I’autre est éga-
lement exclue, sinon le contenant ne serait pas de
rayon minimal Ry — ou plus simplement ici, comme
les deux cercles sont de méme rayon, si ’'un contenait
I’autre, ils serait confondus. Il ne reste donc que la
possibilité d’intersection (avec tangence éventuelle).

Comme les deux cercles sont non cocentriques et
de méme rayon, 1’axe radical perce la ligne des centres

2Ne pas oublier que deux cercles se coupent toujours aux
points cycliques. . .
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CC’ au milieu A de CC’3, donc PQ n’est un diamétre
—
d’aucun des deux cercles et [|PQ|| < 2Ry.

Alors [ étant le milieu de PQ, la boule fermée
B, PZ—Q) 2 B(A,Ry)NB(A’,Ry) 2 K, ce qui est contra-
dictoire puisque % < Ry.

Il Exemple

La figure 1, réalisée par Alain Esculier que nous
remercions®, présente le couvercle d’un nuage de cent
points généré de maniere aléatoire. On détermine un
rectangle minimum contenant le nuage, puis on fait un
quadrillage en partageant en 10 (par exemple) les co-
tés. On détermine le point M, de ce quadrillage pour
lequel le rayon du disque de centre M| couvrant le
nuage est minimum. On recommence le méme tra-
vail sur le rectangle constitué des quatre cases du qua-
drillage, ayant M; pour 1'un des sommets. Et ainsi de
suite jusqu’a obtenir la précision désirée. Le centre du
couvercle est le dernier M| et son rayon le rayon as-
socié dans ce tri.

Le centre du couvercle est le point signalé par
une croix, le cercle étant en trait plein. Nous avons
signalé le centre de gravité du nuage par un carré et
tracé en pointillés le cercle centré sur ce dernier point,
ayant méme rayon que le couvercle. Nous avons éga-
lement indiqué les coordonnées du centre et le rayon
du couvercle.

124 %5.00 y;=4.86 R,=6.39

Figure 1. Couvercle cent

(A. Esculier).

d’un nuage de points

3 Revoyez votre cours de terminale d’il y a quarante ans, mon
vieux !

*Le code Maple qui I’a engendrée peut étre envoyé a qui en
fera la demande (1g_vidiani@club-internet. fr).
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IV Majoration universelle du rayon
du couvercle

Notre but est de donner une majoration univer-
selle du couvercle, c’est-a-dire valable quel que soit
le compact K de diametre ¢ connu.

IV.1 Un lemme

Nous avons pour cela besoin du lemme suivant :

Lemme. Tout demi-cercle fermé du cercle S (xg, Ro)
contient un point de K.

Démonstration. Soit # le vecteur unitaire, orthogonal
au diametre du demi-cercle considéré, et « extérieur »
au demi-disque qu’il enferme (alias orienté « normale
sortante »). Considérons le point x; = xo + i, te Rz,
qui est sur la droite portant le rayon sortant perpen-
diculaire en xy au diametre limitant le demi-cercle
considéré.

Par définition du couvercle B(xg,Rp), Yy € K
d(xo,y) < Ry.

Raisonnons par I’absurde : Si pour tout # € R} on
avait, pour tout y € K, d(x;,y) < Ro, cela signifierait
que B(x;, Rp) serait un couvercle de K de rayon mi-
nimal et de centre x; # xg, ce qui est contradictoire
avec I'unicité du centre xo. Par conséquent V¢ € R},
dy, € K tel que d(x;,y,;) > Ry. Donc dy, € K vérifiant

d(xo,y;) < Ry < d(xy, y,).

D’aute part, d*(x, y,) = I[xoy; — 711> = | Xoyill* —
21(xoy, (1) + Al[d|*. Comme d*(x,y,) > RZ et
IXoyill> < R(z), on déduit de la relation précédente que
—2t(xoy:[) + 2[i|*> > 0, soit, puisque |[7]|| = 1 et
t>0,

Gl < % (1)

D’aprés I’inégalité triangulaire, d(xg,y;) >
ldCxr, yi) = d(x;, s0)| = d(x1, y1) = d(xi, Xp), d’ ot

d(xo,y;) > Ro — 1. (2)

Comme K est compact, donc fermé borné, tout
point adhérent a K est dans K. De la suite d’éléments
de K, y1, n € N*, on peut extraire une sous-suite
converggnte Y= y:;(n)

Par passage a la limite dans (1) et (2), on déduit
que cet élément y € K vérifie ()@m) <0etd(xg,y) =
Ro.

Ce point y de K appartient bien au demi-cercle
fermé de S(xg,Rp) choisi arbitrairement, ce qui
acheve la démonstration du lemme annoncé.

versy € K.
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IV.2 Majorant universel

Nous sommes maintenant en mesure de donner un
majorant universel de Ry.

Posons H = K N S (xg, Rop).

D’apres le lemme, le cardinal de H est au moins 1
et méme 2, car s’il n’y avait qu’un point, il serait facile
de construire un demi-cercle de S (xg, Ro) ne contenant
aucun point.

e Sicard(H) =2, H = {u,v}.

Si la corde (u, v) du cercle S (xg, Rp) n’était pas un
diametre, il existerait, d’apres le lemme, un autre point
de K autre que u, v, sur le grand arc de cercle (u, v) qui
contient un demi-cercle.

Donc wuv est un diametre du cercle S(xg, Rg) et
Ry = %d(u, v) < %6. Or il est évident d’apres la dé-
finition du couvercle que Ry > %, donc Ry = % et
d(u,v) = 6.

e Sicard(H) > 3.

Soit {u, v, w} C H, c’est une base affine de E, et x
peut étre considéré comme barycentre des trois som-
mets de ce triangle, soit xo = au + v + yw, avec
a+p+vy=1.

En outre (et c’est important pour justifier par
exemple les inégalités @ + y < 1), @,5,y sont posi-
tifs, car, en raison du lemme, x( est dans I’intérieur ou
sur la frontiere du triangle uvw.

Pour tout x € E, considérons la fonction auxi-
liaire (dite de Leibnitz) f(x) = ad?(x, u) + Bd*(x,v) +
ydz(x, w). 11 est bien connu que f(x) = d*(x, xp) +
f(x0). En effet, f(x) = allxx + Xoull* + BIxxo +
Xobl* + ylXxg + Xowl* = LIl + 20aglexon +
Bob + yXow) + f(xo) = d*(xg,x) + f(xo), puisque
ool + Bob + yXowh = Toxp = 0.

Comme Ry = d(xgy,u) = d(xp,v) = d(xp,w), on a
f(x0) = Rg et f(u) = f(v) = f(w) = 2R},

Mais on a aussi f(«) = Bd*(u, v)+yd*(u,w) < (B+
¥)62, et de méme f(v) < (@ +7y)d% et f(w) < (a +p)5°.
Les inégalités sont justifiées car «, 3,y sont positifs.

Par suite 6R(2) =fw)+ fv) + f(w) < 262 et donc

0
Ry £ —-
V3
La quantité % est donc un majorant universel

pour le rayon du couvercle d’'un compact de dia-
metre 6.

Remarque. Le suivi des inégalités prouve qu’il n’y
a égalité que si d(u,v) = d(v,w) = d(w, u) = J, autre-
ment dit que si H contient un triangle équilatéral de
coté 0.

Quadrature n° 69

V Généralisation

I'utilisation des théorémes de Carathéodory et de
Hahn-Banach permet de généraliser la majoration
précédente en (pour d = 2 on retrouve le résultat que
nous avons établi)

/ d
Ry < :
00 2d+ 1)

Le lecteur pourra consulter [2,7].

On peut méme prouver, en utilisant 1’unicité du
«couvercle » de K, que si Gk est I’ensemble des iso-
métries affines g de R telles que g(K) C K, alors il y
a un point fixe commun a tous les éléments de G et
qu’en outre Gk est compact.

On peut aussi se poser la question de I’évolution
du maximum du rayon du couvercle en fonction de la
norme choisie dans E, le calcul précédent n’ayant été
fait que dans le cas euclidien.

Dans le cas d’espace E de dimension d > 3,
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