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INTRODUCTION.

Le polyndéme suivant :

(k+2)[1 = (wz+h+j— g2 +[(gk+2g+k+1). (h+))+h— 22 H[16(k+ 1) . (k+ ) (n+ 1) 2+ 1 —f2]2
+2n+pt+gt+z—el?+[ed.(e+2).(a+1)2+1-0°]>+[(a®— 1)y?+1—x?]?

+H16r2y* (@~ D)+ 1= +[((a+ v . (W2 — @) — 1) . (n+4dy)? + 1 — (x + cu)?]?

+{@ = DRV —m?P H[ai+k+ 1= =P+ [n+1+v—y]2+]p+ Ha—n—1D+bQRan+2a—n*-2n—2)—m}?
+lg+ya—p—1D)+s.Qap+2a—p*—2p—2)—x]*+[z+plla—p)+t(Q2ap—p*>—1)— pm]?)]

de degré 25, a 26 variables, construit par
I’américain James P.Jones, en 1976, ne présente
pas que l'intérét d’utiliser les vingt-six lettres de
notre alphabet! L’ensemble de ses valeurs stric-
tement positives, pour des valeurs entiéres positives
ou nulles de chacune de ses variables est exactement
I’ensemble Z des nombres premiers.

Nous dirons que ce polyndme est une repré-
sentation diophantienne de %, ou encore, que 2
est diophantien.

La construction d’un tel polyndme est relati-
vement simple, et accessible 4 un bachelier, série C,
du temps ou l'on enseignait UArithmétique en
classe Terminale. Tout lecteur mathématicien
devrait éprouver un certain plaisir a suivre la
démonstration et témoigner une vive admiration
aux inventeurs de la procédure mise en ceuvre
pour 'obtention de ce résultat.

L’étude qui suit n’a pour but que de décrire
chacune des étapes du raisonnement. Il s’agit
simplement, et sans prétention, d’analyser, en
frangais, deux articles publiés dans la revue:
« American Mathematical Monthly »,

— Martin Davis, Hilbert’s tenth problem is
unsolvable, March 73, pp. 233-269 ;

— James P. JonEes, Diophantine Representation
of the set of prime numbers, June-July 76, 449-
464.

Les points forts de la construction sont énoncés
sous forme de théorémes dans la quatriéme partie.
Le second paragraphe a pour but d’¢tablir des
propriétés des solutions de I'équation de Pell,
seules celles utiles a cette étude sont signalées, et
cette partie ne constitue en aucun cas une étude
exhaustive de ces équations. Le paragraphe3 a

pour objet une application immédiate d’un résultat
démontré au paragraphe précédent. En prélimi-
naire, nous établirons une double inégalité qui
sera utilisée pour démontrer le théoréme P;.

Important.

Dang cette étude, toutes les variables (de a a
z) prennent leurs valeurs dans I'ensemble N des
nombres entiers naturels.

§ 1. UNE DOUBLE INEGALITE.

Nous allons établir les résultats suivants :

L. — Pour tous entiers k, n et p satisfaisant a

Il <k<ngnt<p,
nous avons
k /n
0< Z ()Pl < pk+1'
- 1
i=0

II. — En outre, si (2k)* < n, alors

+ 1)fp*
® k< OEDE
ny .
) (.)p'
i=o \}
Démonstration :
I. — Puisque p > 0, I'inégalité de gauche est
triviale. "
Pour tout i, i > 0, nous avons () < n' (bgalité
pour i = 0 oul) donc !
k n . k o (np)k+1 -1
) (')pl < Ynp=—
i=o \! i=0 np — 1
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Mais, par hypothése, n* < p, soit n* < p — 1,
donc

i< - ) <np— 1,
par suite,

(p) !t — 1< (mp)**t < pHmp - 1,
d’ou la double inégalité annoncée.

II. — Montrons d’abord I'inégalité de gauche
dans la relation (R).
Nous avons

50 =20 (@)

Comme n > 2k, pour i variant de 0 a k — 1,

n
les coefficients bindmiaux <> sont croissants et
i

()=(2)

pour 0<i<k—1
déduisons

k /n n n
i < k k—1 + k.
i;)(i)P (k_]>p <k>p
n no. .
Mais, <) <5 il vient alors
1 1

n . knkﬁlpk—l nkpk
i s P + .
2 <i>p h— D1k

i=0

et p<p!'; nous en

d’ou

kK /n
ky':z <i>pi] < kznk—lpkfl_f_ nkpk
i=0

< kn'pFmt + wfp* < (k + nf)pt
et comme
(k + n*) < (n + 1),

nous en déduisons I'inégalité de gauche.
Montrons a présent I'inégalité de droite dans
la relation (R).
Il est clair que

puisque k > 0, donc

(n + Dfp* - (n+ bF k!
kom\ n (n—k+t1)...n
0 () e
k! k!
< = .
n+1—k\* k ¢
(m) (1—;1,—1)
. k k 1 1
Mals,m<w=?—F<Edon0

koY k2
1 - >(1- .
n+1 n+1
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2

+ 1
2 \~-1 2
| — k <1+ 2k,
n+1 n+1
d’ou
Kk 2 2019
(n+1)p<k!1+ 2k =k!+2k(k')
Zk:(n> n+1 n+1
)P
i=o \!

et, nous obtenons successivement

WY 2Kk
n+ 1 w7 g sh

1
De méme < — donc
n 2

d’ou la relation (R).

Conséquences.

Pour p = (n + 1), posons

k n )
h+j=Y% <.>(n + 14,
i=o \!
il vient
K24k
! < %

! <k!+ 1.
k ey k

Ce dernier résultat sera utilisé dans la dé-
monstration du théoréme P,, au paragraphe 4.

§ 2. L’kquaTioN DE PELL P,.

Nous désignerons par P,, I’équation diophan-
tienne
P,: X2 — (@®— 1)Y?2 =1,
pour a = 2. Poura = 1, ’équation P, ne présente

guére d’intérét, :
Les suites de Lucas.

Poura > 2, le nombre . /a* — 1 est irrationnel,
et pour tout entier n,

(a + Ja*> — 1) = u, + v,

ou (u,, v,) € N? et cette décomposition est unique.
Pour simplifier I’écriture, nous poserons, dans
cette section,

a? — 1

A= a* -1
ainsi
u, + Av, = (@ + A)".
Pour n =0, ug = 1, vy = 0 et

W (@ - 1)} =
Pourn=1,u, =a, v, =1c¢t
u? — (@ - o? = 1.

Admettons cette propriété jusqu’au rang p:
pour 0 < g < p,

u — (@® - o2 =1
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et considérons .
Uy TAV,  =(a+AY (a+A)=(u,+Av,) (a+A).
1l vient
Upey = au, + (&> — Do,
Upsy = U, + avy,
d’ou
up. — (@ - D2, = L

et donc pour n > 0, (u,, v,) est une solution de
I’équation P,.
Pour n > 1, nous avons:

(un‘l + Avn—l)(a + A) = (un + AU")
(un~1 + Avn—l) = (un + Avn)(a - A)

car (@ + A)(a — A) = 1, soit

= au, — (@* — l)v;;

Up—1q
Vyety = — U, + av,
comme
Upry = au, + (@ = Do,;
Upey = u, + av,
Uper = zaun — Uy
et Upe1 = 2a0, — Uy—y,

d’ou les suites de Lucas:
u, =1, u, = a, et Uyt = 20Uypy — U,

vo =0, v, =1, et Uyio = 2a0,4y — U,.

Réciproquement, si (X, Y) est une solution de
I’équation P,, puisque a > 2,

(a+ A)>1
et il existe un unique entier n tel que
(@ + A" <X+ AY) < (a + A",
soit
u, + Av, < X + AY < (u, + Av,)(a + A)

et
<X +AY)(u, — Av,) < (@ + A)
car
(u, + Av,)(u, — Av,) = 1.
Comme

X + AY)YX — AY)(u, — Avy)(u, + Av,) = 1,

(x,y) = (Xu, — A*Yv,, Yu, — Xv,) est une so-
lution de I’équation P, et nous avons les inégalités

1<x+Ay<a+ A

sott < 1 . 1 .
Sx—Ay a-A’
0<a—-A<x—-—Ayxl1

soit

-1 —-x+tAy<—-—a+A
1< x+Ay< a+A

comme 0 € 2Ay < A etdonc y = 0, soit X = u,
et Y =v,.
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Nous avons établi le théoréme :
Théoréme.
Les solutions de I'équation diophantienne P,:
X2 - (@ -1Y*=1
sont engendrées par les suites de Lucas :
X:iuy=1, u=a et u,,=2au,,,—u,
Y:v9=0, v;=1 et v,,, =2av,,; —0,.
Etude des suites de Lucas.
1° Les suites (u,) et (v,) sont strictement

croissantes (@ = 2).
Considérons pour a > 2, les suites (w,) définies
par wgy, w; et
Wpia = 2awn+l — Wy,
nous avons
Wpia = Wyt = (2[1_ l)wn+1 W,

ZWpag W T W T W,

et donc les suites (u,) et (v,) sont strictement
croissantes.
2° Pour tout n, 2a — 1)" <€ v,,; < 2a)".
Pourn=0,v, =1, 2a - 1)° < v, < (2a)°.
Pourn = 1,0, = 2a, 2a — 1)' < v, < 2a)*.
Admettons la propriété jusqu’au rang p:
0<g<p:
(2a = 1) < 0, < (20)°
et considérons
Vprz = 2a0,.1 — U,

Puisque v,,; > v,

bpr2 > (24 = Duyyy > (20 — 1P
De méme
Vs < 2av,., < Qay’* .
Done, pour n = 0,
(2a = 1) < v, < (2a)".
Les inégalités sont strictes pour n > 2.
3° Pour tout n, v, = n mod(a — 1).
Nous supposerons é¢videmment a > 2.
Pour n = 0 et n = 1 C’est évident. Admettons
la propriété jusqu’au rangp:
0<g<p:v,=q mod( - 1).
Pour p = 1, nous avons

Dpiy = 2a0, — Vpy;

maisa = 1,v, = petv, ; =p — 1 mod(a — 1),
donc

Ve =20 —(p— 1) =p+ 1 mod(a— 1),
d’ou la congruence pour tout n

v, =n mod(a — 1)
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4 Pouraz2,n+ 1+, <v,.4-
Pourn=0,14+9,=1<v,.
Pourn=1,2+ v, =3 <0, = 2a.

Admettons la propriété jusquau rang p:

0<gqg<p,
g+ 1+ v, vy,

Pour p > 0, nous avons
Vpiz = 2a0,. 1 — Up,

puisque v,4; > v,

= Upen + (2a — Do,y — v,
> v, + (20 —

Vpiz

2)’-’p+1

et comme v,,; = p + 1 car la suite (v,) est
sfrictement croissante,

V2> 0pey T(Ra—2)p+ ) 2u,,  +2p+2
zpt 2+,
d’ou T'inégalite, pour tout n,

n+ 1+, <0,

5° Pour tout entier C, u, = C" + (a — Q)y,,
mod 2aC — C% — 1).

Pour n = 0 et n = 1 c’est évident.

Admettons la propriété jusqu’au rang p: pour
0<qg<yp,

u, = C*+ (a — C)y, mod(2aC — C* - 1)
et considérons

up+1 - (a - C)Up+1
= 2au, —
U e O [

1 — (@ — O av, — v,-y)
2afu, — (a — C)v,}
= [uy-1 — (@~ Oy, 4]
Upry — (@ — Ow,yy = 2aCP — CP71
mod (2a — C* — 1)
Mais, 2aC? — CP~1 = C?~'(2aC — 1) et

(2aC — 1) = C* mod (2aC — C* — 1)

p-

d’ou, pour tout n
u, = C"+ (a — C)v, mod(2aC — C* — 1).
En outre si 0 < C" < q, pour n = 0, ou 1,
C"+ (a - O, = u,.
Pourn = 2, v, = 2a et
a—-1<JA—-(a— D)2a <A - (a— ljy,
ou A? = @? — 1. Par suite
C"+(@a—QOv, <(@a— 1)+ (a— Dy, < Ay,
et comme, Av, < u,, pour tout =,
, 2 C"+ (a — Q),.

Ce résultat sera rappelé sous forme de lemme
au moment de son utilisation dans le paragraphe
suivant.

L'ensemble # des nombres premiers est diophantien

§ 3. DE L’EQUATION DIOPHANTIENNE (S) :
Z3Z+ 2N+ 1) +1=X2 Z>2.

Nous pouvons toujours poser Z =a — 1, ce
qui implique a = 3. L’équation (S) devient

@- D¥a+ DN+ 1) +1=X?,

soit
@ = Di@a — DN+ NP +1 =X,

et, en posant Y = (@ — )(N + 1),
X? - (a® - _1)Y2 = 1.

Nous reconnaissons une équation de Pell dont
les solutions sont données par les suites de Lucas :

X =y, Y =v

s jeN.
Il existe donc un entier j tel que
v; =Y =(a— HIN+ 1).
Nous avons, de toute évidence
v; =0 mod(a — 1)

mais, les termes de la suite (v,) satisfont a la
congruence (propriété 3 des suites de Lucas):

v; =j mod(a — 1)

Par conséquent (a — 1) divise j et (a — 1) < j.
La suite (v;) étant croissante,

Uy < 0; = (a — DN + 1);

mais (2a — 1)°°? € v,_,, soit
Qa — 12 < (a - DN+ 1)
En observant que

Qa-1)*"?*=(a—1+a)* ?
>(a— 1D 2+ @2 a—1)
il vient

(@a— 1" 2+ (@a—Da—1) < (a— H(N+1).

soit
f@a— D)3 +@—2)<N+1
ou encore
(@— 13+ @-2 <N,
d’ou
Z-1+Z2 <N
Conséquences.

Si Z=2ketN=mn,(k=1)]la relation
Qky¥32k + 2)n + Y2 + 1 = 12

implique
2k — 1 4+ 2k* 2 < n,
d’ou
n = 2k~
Nous verrons encore trois applications de cette
inégalité.
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Rappelons la cinquiéme propriété des suites de
Lucas :
Lemme.
Soit l'équation de Pell
X? — (@ — DY? =1, azl,

(U, v,), e n les solutions de cette équation. Pour
tout entier C, nous avons

u, = C"+ (a — Ov, mod(2aC — C* - 1)
et si 0 < C" < a, alors

0<C"+(a—- Ov, <u,.

Applications : Soit n = (2k)* pour k = 1; po-
sons
e=p+gqg+z+2n
et
elle + D@+ 1 +1 =062

De I’étude de Péquation diophantienne (S), il
résulte que

e— 14+ e2%<a,
soit

pt+tgtz+2n—1
+(p+q+z+ 2mpraErnTl g
et donc
(p + q + z + 2n)p+q+z+2n—2 < a

dou (n + OV < a;

p+1)y<a et Pl <a
Appliquons maintenant trois fois le lemme
précédent

1° En substituant k anet (n + 1) aC:

w=0m+ D+ (@a—n— Dy
mod 2a(n + 1) — (n + 1)* — 1]

et comme (n + 1)* < a alors
O<uy<@m+ D+ (a—n— Dy.
"2° En substituant (p + 1) a C:

u, =@+ 1"+ @—-p— Dy,
mod[2a(p + 1) — (p + D> — 1]

et comme (p + 1)" < a alors

O0<u, <@+t D"+ (a—p— Do,

3° En substituant p a C et k a n:

u, =p*+ (a—puv, modQRap — p>* — 1)
pu, = p**' + p(a — p)y, mod 2ap — p* — 1)

et comme p**! < g alors
0 < pu < p*"' + pla = plu.

Nous allons en déduire les expressions de p, ¢
et z.
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Calcul de p - Si nous posons
y=p+a—n—Do+b2an+)—(n+1)>—1],

nous en déduisons

p=(r+1* mod[2a(n+1)—(n+1Y—1]
mais,
p<a<lmh+bh-—@m+ 1> -1
et
n+ 1<a
donc
p=(n+ D~

Calcul de q : St nous posons
u,=q+(a—p— v, +s2a(p+1)—(p+1)2—1],
nous en déduisons :

g=(p+1)" mod[2a(p+1)—(p+1)>—1]

mais,
g<a<Xa(p+D—-(+ D> -1
et
pt+ 1D <a
donc
g=(@+ D"

Calcul de z : Si nous posons
puy=z+p(a=p)y,+t(2ap—p*=1),

nous en déduisons

z=p"' modQap — p* — 1)
mais,
z<a<2a-—-p*—1
et pk+1 < a
donc
z = prti

C’est pour le théoréeme P, que ces résultats
sont importants.

§ 4. CONSTRUCTION DU POLYNOME DE JAMES P. JONEs.

C’est a partir du théoréme de Wilson, k + 1
est premier si, et seulement si, k + 1 divise k! + 1
que nous donnerons une représentation diophan-
tienne de I'ensemble # des nombres premiers.

Théoréme P,.

Soit k un entier, k = 1; k + 1 est premier si
et seulement si il existe 6 entiers : f, g, h, j, n et
w tels que

(A) [+ 1F+117= wn+ 1)+ h+j
(B) (n+ ¥ =(gk+k+g)h+j)+h
(C) (kPCk+2)(n+1)>+1=f2
Démonstration .

— Les conditions (A), (B) et (C) sont nécessaires.
Par hypothése k + 1 est premier. D’aprés le
théoréme de Wilson, k + 1 divise k! + 1, donc
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il existe un entier g tel que

kKl+1=(+ Dk+D
soit
kl=gk + k+ g
L’équation (C) se raméne a4 une équation de
Pell (voir étude de ’équation diophantienne (),
elle admet donc des solutions n, les équations
(A) et (B) s’obtiennent par divisions euclidiennes.

1i est évidemment plus intéressant de montrer
que :

— Les conditions (A), (B) et (C) sont suffisantes.
La condition (C) étant satisfaite, nous pouvons
trouver n tel que

n = 2k,
d’aprés 'étude de I’équation diophantienne S).
Nous obtenons alors

n++1=1 mod(» + 1)

donc
[(n + ne + 1)

il

h+j mod(n+ ek
et

0<h+j<(m+ DFF
et

h+j=Y <’:>(n + 1)

i=0
D’aprés la relation (B):

(n+

k+k+g<
5 g h+j

< gkt+k+g+l

mais, de 'inégalité fondamentale (R):

(n + Dk

k<
h+j

< k! + 1
Comme gk + k + g et gk + k+ g+ 1 sont
deux entiers consécutifs

gk + k+ g=k!
soit
kt+1=(+ Dk + 1)

Le théeoréme de Wilson permet de conclure.

Corollaire.

Soit k un entier, k = 1; k + 1 est premier si
ot seulement si il existe 9 entiers : f, &, h, j, n, p,
g, w et z tels que

(1) g=wz+ h+]j

Q z=@k+k+thtp)+th
(3) (kPQRk + 2)(n + D2 +1=f"
(@ p=@®+ Dk

b g=@+1

(C) 7 = pk+1

La démonstration de ce corollaire est immeédiate.

LY

L’ensemble  des nombres premiers est diophantien

Théoréme P, .

Soit k un entier, k = 1, k + 1 est premier si
et seulement si il existe 19 entiers . a, b, e, f, g
h, j, I, my n, 0, p, 4, $, L W, X, Y et z tels que

1) g=wzth+j

) z=(gk+k+g)(h+j)+h

3 (2k)3(2k+2)(n—{—1)2+1=f2

4) e=ptqtz+in

(5) Sle+2(a+1)?+1=0"

6) x*=@-Dy*+1

(7)) x=u,
©) mi=(@>—DP+1
10y 1=v,

(12) m=p+l(a—n—1)

+b2a(n+1)—(nt 12 -1]
(13) x=q+y@a-p—1

+s2a(p+1)—(p+ H2-1]
(14) pm=z+pl(a—p)+t(2ap—p2— 1).

Démonstration :

— Les 12 conditions précédentes sont nécessaires.
D’aprés le corollaire du théoréme P,, si k + 1
est premier, nous avons (1), (2) et (3) et nous
connaissons les 9 entiers: f, g, h, j, . D, 4, W et
z. e est obtenu par (4), (5) détermine a et o. La
connaissance de n permet de déterminer x par
(7 et y par (6). De méme, la connaissance de
k permet de déterminer [ par (10" et m par (9).
Enfin, b, s, t sont déterminés par (12), (13) et
(14).

— Les 12 conditions précédentes sont suffisantes.
Draprés les calculs de p, g et z faits avant le
théoréme P, :

@), (5), (9), (10" et (12) impliquent (a);
@), (5, (6), (7) et (13) impliquent (b) ;
@), (5), (9), (10 et (14) impliquent (c).

et, (1), (2), 3), (@), (b) et (¢) impliquent k + 1
premier, d’ou le théoréme P,.

Il nous reste 2 modifier les conditions (7) et
(10"). Pour ce faire, nous aurons recours au
résultat suivant qui caractérise la suite (v,) solution
en y de I'équation de Pell (6).

Nous démontrerons en annexe le lemme suivant :

Lemme.

Ftant donné deux nombres entiers a et n, 1<n
et 2<a, y= v, si et seulement si il existe 5
entiers ¢, d, r, u et x tels que

6 x*=@-y*+1
N w=16(a>—Driy* +1
(8) (x+cu 2= (fa+u@—a))P -1}

2
1) n<y. (n+4dy)* +1
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Ce résultat ¢tant admis, nous en déduisons le

Théoréme P;.

Soit k un entier, k > 1, k + 1 est premier si
et seulement si, il existe 23 entiers : a, b, c, d, e,
fg h j,Lmmn o, p qr st uwXxyet
z tels que :

(1) g=wz+h+j

Q)  z=(gk+k+g)(h+j)+h

GB)  QKPQk+2)(n+1)2+1=12
@ e=pt+tqtz+2in

B ee+(a+1*+1=0

©® x*=@-1y*+1

N u?=16@>—Dry*+1

® (xta)’={atv®@*—a))—-1}
; (n+4dy)*+1
9 mr=@-NHP+1

(107
(11°)
(12)

=,
n<y

m=p+l{a—n—1)
+b2a(n+1)—(n+1)*—1]

(13) x=q+y@a-p-1
+s[2a(p+ 1) —(p+1)*—1]
(14) pm=z+pla—p)+tQap—p*—1).

Démonstration : Compte tenu du lemme pré-
cédent, il nous suffit de remarquer que les
conditions (6), (7), (8) et (11') sont équivalentes
aux conditions (6) et (7) du théoréme P,, les
autres conditions étant inchangeées.

Modifions pour terminer les conditions (10") .et
(11"). L*équation (9) implique d’aprés (10)
m = u, et l=uv.
Nous savons que
v, =k mod(a — 1)
et nous pouvons écrire
(10) Il=k+ia-1).

(v,) est une suite croissante, donc v, > n soit
v zketiz=0
D’autre part, nous avons pour tout n,
n+uv,,<0,
comme k < n, [ v, et n+ 1<y soit

(1

qui implique (11°).

Inversement, si les conditions (9), (10) et (11)
sont vérifiées, (9) et (11') sont manifestement
satisfaites.

D’aprés la condition (9), nous avons

n+l+ov=y.

m= u et I = v
comme d’aprés (11), [ < y, alors

v < U, et K <n
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D’aprés 1'étude de 1’équation diophantienne (S)
k<(a-—-1) et kK <(a—-1)
et puisque ! = k mod (¢ — 1) mais aussi | = k'
mod (a — 1),

k=k et I=u,

c’est la condition (107).

Les conditions (1) 4 (14) constituent donc une
condition nécessaire et suffisante pour que k + 1
soit premier.

En substituant k + 1 4 k dans les conditions
(2), (3) et (10) nous pouvons énoncer le théoreme :

Théoréme

Soit k un entier, k = 0 ; k + 2 est un nombre
premier si et seulement si il existe 25 entiers : a,
b, ..., j L, ..., x, y et z tels que

(1) A=wz+h+j—q=0

2 B=(gk+2g+k+1)(h+j)+h—z=0

3) C=16(k+ 1) k+)n+1)*+1—1*=0

4 D=2n+p+tgt+tz—e=0

(5) E=é&}e+2(a+1)*>+1-02=0

6) F=x2—(a*—1)y?—1=0

(7Y G=16@*-Driy*+1-u?>=0

®8) H={a+2W*—a]?—1}
(n+4dy)?+1—(x+cu)®=0

©)  I=mP—(@-1)E-1=0

(10) J=i(a—D+k+1-1=0
(1) K=n+i+v—y=0
(12) L=p+ia—n-—-1)
+bR2a(n+ 1) —(n+1)>—1]-m=0
(13) M=g+y(a—p—1
+s2a(p+D)—(p+1)*—1]—x=0
N=z+plla—p)

(14
: +tQap—p*—1)—pm=0.
Cette condition peut s’écrire :

A? + B2+ C? + D? + E? + F?
+G*+H*+ P+ P+ K2+ L2+ M*+ N*=0

ou encore

et nous conclurons: le polynéme

N
P@a, b, ...,2) = (k + 2)(1 - 2:‘2)

A

de degré 25 a 26 variables, variant dans 1’ensemble
N, est tel que I’ensemble de ses valeurs positives
coincide avec I'ensemble des nombres premiers.
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ANNEXE

Compléments sur les solutions de I’équation de
Pell.

Complément C,

Soit les équations de Pell :

P,: X - (a® — DY?> =1, (u;, v) ses solutions
P, X — (b2 — )Y =1, (5;, t;) ses solutions

Si b = a mod u, alors pour tout entier j, s; = u;
mod u.

Démonstration : Nous avons

modu
modu

U =1 donc so5=1uy
u, = a donc s, =uy

so=1 et
s;=b et

Les relations de récurrence (suites de Lucas)

Sprz = 2bs,ey — Sy

et
Upip = 20Uy y — Up

conduisent immédiatement au résultat par récur-
rence sur p.
Complément C,
Pour 0 < i<k, siuy =1y mod u, alors :
j= & i moddk
Démonstration : Comme au paragraphe 2, nous
avons :

Uam + Avkim = (uk + Avk)(um * Al)m),

d’ou
— 2
Upsm = Wity + (@ 1)vg v,
et
Vg = Uplly T Uy
soit
— pour m =k * i,
_ 2 _ .
Uppse: = Wlgs; T (@ DUz s
— pour m = i,
Vg = Ul £ Ul
et
- 2 _
Ugsr = Uillai T (a Do (vett; £ w,0)
donc
Uga; = (@* = Dvfu; modu,.
2 _Det=ut—-1= -1 d
Comme, (a Yo = U mod
Ugpe; = — 4; mod uy.
Par conséquent
Ugpe; = Unprren = — Uoksi = U mod u,

et pour tout entier p, p = 1,

Ugpkri = Uj mod

Lensemble # des nombres premiers est diophantien

Pour prouver le résultat C,, il suffit donc de
montrer que pour j < 2k, si u; = u; mod u,
alors j = i.

Remarquons alors que si p + g = k,

Uprp = Uak—yg
et

Uprp = — Uy mod uy.

Nous savons que la suite (u,) est strictement
croissante, et que pour tout n,

2“11*1 < Uy,

(exception pour a = 2 et n = 1), par conséquent,
modulo u,, les classes de — w_ ¢, — U2, .-+,
~ Uy, Ug, .- -» W sont distinctes deux a deux, de
méme que les classes de ug, Uy, ..., Ugg—1, Uz
et done, si j < 2k, alors j = i, d’ou le résultat.

Complément C,

Si v? divise v,, alors v; divise k.

Démonstration :

Scolie - v, divise v, si et seulement si i divise k.
Manifestement, pour i # 0, v; divise v;. Comme

Uig+1y = Vivgi = UVillg + Uy,

un raisonnement par récurrence sur g montre que
la condition est suffisante.

Inversement, si v; divise v,, posons

k=gq +r, 0<r <i
alors
vy T U, T Uy,

Comme, v; divise v, et vy, v; divise uyv,, mais,
uy et v, sont premiers entre eux, donc v; et uy
sont premiers entre eux (car v; divise v,) et par
conséquent, v; divise v,. Comme, r < i, v, < v;,
d’ou v, = 0 et r = 0. Ce qui démontre la scolie.

Si v? divise v,, en particulier v; divise v, et
k = gi. Comme,

u; + Aoy = (u; + Av)?

qi

a g ) .
Vg = utvl@® — 1y
! jgo <2P+1

ji=2p+1
U = Uy = (?)u?lvi mod v}
v, = qui~'v; mod v}

et
v, = 0 mod v}.

Or u, et v, sont premiers enire eux, par suite v;
divise g, donc v; divise k.

Complément C,.
Ugn,, est divisible par 4p? .

En effet, il suffit de remarquer que

4o, .
<2p+1> =0 mod4.



L’ensemble 2 des nombres premiers est diophantien

Nous sommes maintenant en mesure de justifier
le lemme utilis¢ dans
théoréme P;.

Lemme

Etant donné deux nombres entiers a et n, 1 < n
et 2<a y=v,siet seulement si il existe cing
entiers ¢, d, r, u et x tels que

(6) x* = (@ — y* + 1

(7 u? = 16(a® — DrEy* + 1

@) (x + cu)? = {la + 2@W? — a))* — 1}

(n + 4dy)* + 1
(11 n < y.
Démonstration :

e a) La condition est nécessaire.

St y = v,, la condition (11’) est automatique-
ment satisfaite, et pour x = u,, nous obtenons
la condition (6).

Posons alors, u = u,,, , d’aprés le complément
Cy, Uany, est divisible par 4v7, donc

n>

2

no

Vgpy, = 410
d’ou r, et nous obtenons (7).
Enfin, en posant b = a + u?(u’ — a),
b =a modu,,,,
et les solutions (s;, t;) de I’équation de Pell P,
sont telles que

5; = u;

;o mod Uy,

d’aprés le complément C; donc, pour j = n,

Sp T Xy + Cu4nvn’

d’ou la valeur de c.

Mais, u? =1 moddv, et donc b—1=0
mod 4v,. Commq,

et
t, = n + 4dv,

d’ou d et la condition (8).

e b) La condition est suffisante.

Posons, avec des notations évidentes :

X = U, y =1,

4rv? = v,

et n+ ddv; = ;.

la démonstration du_
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11 suffit de montrer que i = n.
D’une part, si nous posons
b=a+ v?W? - a),
nous avons
b =a moduy,
et d’aprés le complément C, :
. s; = u; mod u,
, mais,
s; = u; t oy
donc
s; = u; mod u,
et donc
u; = u; mod u,
Comme v; divise visiblement v,, v, < v, et

i < k, d’aprés le complément C, :

j= + i mod 4k.

Comme v} divise v,, d’aprés le complément C;,
v; divise k et

j= £+ i moddy.

D’autre part, t; = n + 4dv; donc
t; =

;= n mod 4

et, comme dans la condition nécessaire

t; =j mod 4y,
soit
J =n mod 4.

Puisque 0 < i < y; et n < y;, nous pouvons
conclure :

i=n et y =0,

ce qui achéve la démonstration du lemme.
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