Pfaffien

par L. G. Vipiani, Professeur en Mathématiques spéciales au lycée Carnot de Dijon

Considérons une matrice antisymétrique
A = (a;) dordre n, & coefficients dans un corps
K, commutatif de caractéristique différente de
deux:

11 est bien connu que, si n est impair, det A = 0
puisque

det A = det'A = det(— A)
=(— 1)’det A = — detA.

Il est moins connu, que si n est pair (nous
posons n = 2p), det A est le carré d’un polyndme
(appelé pfaffien de A et noté Pf(A)), a coefficients
entiers, des a;;. Ce résultat s’¢tablissant classi-
quement grace aux propriétés du calcul tensoriel.
I est dailleurs le Gram pour une forme
symplectique. :

Par exemple, pour n = 2 puis n = 4 nous
avons successivement

0. (ZP) 2
= (a;,)
—day,; 0
0 ays ays Ay4
— 412 0 az3 ara
— 013 T 43 0 Aaza
— iy T Ay — a3 O
= (dy314 — G(3834 T d12034)°
23014 1324 12834)"-

Le but de cet article est de préciser, de manicre
€lémentaire, certaines des propriétés du pfaffien,
qui ressemblent 4 celles du déterminant. En
particulier nous établirons une formule de déve-

loppement du pfaffien par rapport a une rangée,
que nous démontrerons en suivant presque le
plan du cours de Mathématiques spéciales de
développement d’un déterminant par rapport a
une rangée, et qui par son aspect récursif permet
une programmation en Pascal au moyen des
chaines de caractéres.

Appliquons une méthode, inspirée de la méthode
de Gauss, a la forme bilinéaire antisymétrique

fGx, x') = det 'XAX,

ou X = (x; ..., x,) appartient a K", que, grace
a lisomorphisme canonique, entre les matrices
(1,1) et leur unique élément nous noterons pour
simplifier f(x, x) = XAX'".

e Si A=0, detA =0=0%.

e Si A # 0, I'un des a;; est different de zéro;
on peut, au besoin par un changement de 'ordre
des vecteurs de base, supposer que d;, est non
nul
SO, X)) = xp(axh+ 0+ agx)

= xilagpx,+ o Fax) +fi(x x)

ou f; a pour matrice

0 0 B

0 0 Gyy ... dyy
A= 0 —a,; O

0 —a,,

toujours antisymétrique.
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Effectuons le changement de composantes

Y15 X
Vo = apxa o+ oagx,
V3 = X3
yn = x"
X1 = WM
1
Xy = —(y; = azys + - oagy)
3]
<
X3 = V3
X'l = yn

S xy=yh— vy Hilx, X7
=y ¥a— VeV T X5 (a0 yst - tag )

= X3y(ax3ys + o Fagy) T falx, X7

ou fo(x, x) ne dépend que de y;,...,¥,,

’ ’
ERIIR 2

a3 [T
f(x,x’)=y’<y =y yn>
A ais : a2

, dzz Aan ,
- Y2<J’1 - -2y, —y> + f3(x, x)
iz aya .

ou I'on constate que f3(x, x) est antisymétrique
en x; ... x,, x3...x, a coefficients dans K, et
méme polynomiaux a coefficients entiers en a;
éventuellement exception faite d’une division par
a,,, et dépendant des a;; de maniére homogene.

En raisonnant par récurrence descendante, tant
que les nouvelles formes antisymétriques qui
apparaissent ne sont pas nulles, on obtient la
matrice de passage P(A), des anciennes X aux
nouvelles composantes Y, X = P(A)Y sous la
forme :

_ 923 _ Gan
! 0 a;,, (2]
0 a;; a; A1n
pP= .
0 0
1
1
\ 1

Nous notons P(A) = P quand A étant choisie il
n’y a pas de confusion possible.

Les 1 dans la diagonale principale, pouvant
étre absents. Seul est représenté le bloc des deux
premicres lignes, les blocs suivants éventuels, se
déduisant des blocs de deux lignes suivantes de
la matrice de f; par le méme procédé. La remarque
faite précédemment prouve, a,, se simplifiant avec
les dénominateurs éventuels, que det P est un
polynéme homogeéne en- a;; a coefficients entiers.
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D’aprés la formule de changement de base des
formes bilinéaires on a A = PA'P ou

0 1
1o 0
b0 1!
A = -1 o
0 -0
0
0
= J"
0
ou
0 1! 0
|
-1 0] 0
L= ----- [
0! 1
1
N0 -1 0

J, est d’ordre 2r et remarquons

_ 0 L)_
detJ,—det(_L 0)—1,

2r étant le rang de A’ et I, la matrice (r, r) unité.

Nous dirons que la nouvelle base obtenue est
symplectique. D’une part le rang de A est pair
(puisqu’égal au rang de A’), résultat qu’on aurait
pu obtenir trés rapidement car A étant antisy-
meétrique, est diagonalisable sur K (i) et ses valeurs
propres sont imaginaires pures, de méme ordre
de multiplicité que pour deux valeurs propres non
nulles imaginaires conjuguées. D’autre part et cela
est plus important

det A = det A’ (det P)? = (det A’.det P)?

puisque det A" est 0 ou 1, égaux a leur carré.
On constate que

det A" =5, ,,
(delta de Kronecker). Donc
det A = (g(A) det P)?

ou e(A) est de carré égal a 1 ou 0O, et ou detP
est un polynéme homogéne, a coeflicients entiers,
en a;.

Le cas ou 2r < n = 2p donne detA = 0%
Limitons-nous donc dorénavant a 2r = n alors
e(A) est égal-a 1 ou — 1.

Si nous voulons choisir €(A), il faut imposer
une condition. Considérons A comme dépendant
des n(n — 1)/2 indéterminées aq;; avec i < j et
K{[a;;] 'algébre des polynomes en ces indéterminées
et a coefficients dans K. Imposons la condition
logique et naturelle

Pf{J,) = 1.

Comme &(A) det P doit étre un polyndome en q;
(c’est ce que nous exigeons pour le pfaffien), il
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faut que le coefficient dominant, par rapport a
l'une des indéterminées soit indépendant de A (en
particulier par son signe!) donc €(A) ne dépend
pas de A, ce qui nous donne

Pf(A) = (A) det P(A)
1 = Pf{J,) = £(J,) det P(J,)

Pf(A) = &(J,) det P(A).

On en déduit Iexistence du pfaffien (la seule autre
solution possible est — Pf(A)) et son unicite,
compte tenu de la condition exigée et de 'intégrité
de Kl[ay} car Pf*(A) = ¢*(A) donne

(9(A) — Pf(A)).((A) + Pf(A)) = 0.

De plus quelle que soit la matrice S de M, (K),
‘SAS est antisymétrique et

det ('SAS) = (det S)> det A = (det S.Pf(A))?
et
Pf('SAS) = ¢(S, A) det S. Pf (A)
ol (g(5, A)? = 1.
e Si A n’'est pas inversible la relation

Pf ('SAS) = det S.Pf(A)

est vraie, puisque les deux pfaffiens sont nuls.

e Si A est inversible, comme Pf(‘SAS) est un
polynéme non nul le coefficient dominant, par
rapport & I'une des indéterminées a;; ou s;; est
de signe fixe, donc £(S,A) = ¢

Pf ('SAS) = g det S.Pf(A).

En faisant S =1,, la relation précédente se
spécialise en

Pf(A) = ¢ Pf(A)
donc ¢ = 1 (det A # 0 = Pf(A) # 0).

Dans tous les cas on a, quelle que soit la
matrice S de M,(K),

Pf ('SAS) = det S Pf(A).

En particulier si S est une matrice de permutation
Se = (0; 5y) déduite de la matrice unité I,, par
la permutation o €S8, sur les lignes alors

Pf('S,AS) = (det S,) x Pf(A) = &, Pf(A)

ol g, est la signature de o. Faire sur les lignes
de A la permutation o, revient a calculer S,A et
faire cette permutation sur les colonnes revient a
calculer A'S., alors faire sur les lignes et les
colonnes de A la méme permutation revient a
multiplier son pfaffien par ¢,, propriété que nous
appelerons antisymétrie du pfaffien.

Nous avons maintenant tous les outils techniques
pour obtenir la formule récursive du pfaffien en
suivant exactement le cours sur les déterminants.
La derniére propriété établie, jouant un rdle pour
le pfaffien, analogue a l'antisymétrie, pour les
déterminants, I'alternance étant difficile a mettre
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en ceuvre pour le pfaffien, a cause de I'antisymeétrie
de la matrice qui rend difficile I'identification de
colonnes puis leur échange.

Un simple développement de det A par rapport
a la colonne C', puis par rapport a la ligne
L; = — 'C' des cofacteurs, permet de constater
que det A est un polyndme homogéne et du
second degré par rapport aux éléments de la
colonne C', par conséquent le pfaffien de A est
du premier degré par rapport a ces mémes
éléments (ay;, ..., a,) donc linéaire, puisque
homogene, par rapport aux colonnes de A. E,
étant le sous-espace vectoriel de K", formé des
vecteurs dont la composante numéro i est nulle,
le pfaffien est une forme multilinéaire sur
E, x E, X --- x E, inclus dans K"

Par exemple pour i = 1, la linéarité par rapport
4 la premiére colonne de A nous donne

0 1 0o ... 0
-1 0 azs Aoy
Pf(A) = a,,Pf 0 —ay;
0 X
0 a,,
0 1
0 0 aza s,

+ .-+ a, Pf

Dans cette formule, les pfaffiens notés Py,
facteurs des a;;, vont jouer un rdle analogue a
celui des cofacteurs, pour la théoric des déter-
minants, et le bloc X est la sous-matrice de A
obtenue en supprimant de A les deux premicres
lignes et les deux premiéres colonnes.

En ajoutant a la ligne (colonne) numéro i, le
produit par a,; de la premiére ligne (colonne)
ona

0 1 0 0
~1 0 a3 Aoy
det 0 — as;
X
0 Aan
01 00 0
-1 0 0 0
= det 00 = [Pf(X)]?
X
00
donc
P,, = e PI(X)

oi ¢ = + 1 et ne dépend ni de X ni des a,;.
En substituant aux a,; la valeur zéro et J,_;
4 X ona

Pf(J,) = Pf{J, )

donc € =1 et P,; = P{(X).

En utilisant I'« antisymétrie » du pfaffien pour
amener simultanément la ™ ligne (colonne) a la
place de la deuxiéme, on fait i — 2 transpositions
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et on a alors

0 1 0 0
0 0 ays as,
P, = Pf 1 a,
: X
0 — a,,
= (— 1)2Pf

(sous-matrice de A obtenu en supprimant ligne
et colonnes 1 et i).

Plus généralement appelons mineure pfaffiene
de a; la matrice notée A,; obtenue en retirant
de A les lignes et les colonnes d’indices i et j,
nous venons d’obtenir la formule de développement
du pfaffien de A par rapport a la premiére
colonne :

Pf(A) = Z a;(— l)i Pf(A;)
i=1
n'oublions pas a;; = 0 et a; = — a;.

Avec lantisymétrie du pfaffien, on a enfin,
comme pour les déterminants, la formule de
développement du pfaffien par rapport a une
rangée, par exemple la ligne numéroi:

Pf(A) = Z (= DT PE(A)ay;
j=1

(— D! Pf(A,) sera appelé copfaffien de a;; et
Pf(A;;) mineur pfaffien dea; (rappelons que
a; = 0).

La régle des signes en damier pour le pfaffien
est exactement décalée d’une ligne et d’une colonne
par rapport & celle du déterminant.

Programme

TYPE

155

On aurait pu obtenir cette formule de dévelop-
pement, par exemple en développant le déterminant
de P(A) obtenu au début de I'article par rapport
a la derniére colonne par exemple, mais la
justification du fait que les cofacteurs s’expriment
en fonction des copfaffien, sans modification des
a; (comme dans f3(x, x')) serait pénible (quoique
possible par combinaisons astucieuses des rangées,
de fagon a ne pas détruire I’antisymeétrie).

De méme, il est illusoire de vouloir généraliser
la modification du pfaffien en ajoutant simulta-
nément a la ligne (colonne) numéro i une combi-
naison linéaire des autres, car outre que une seule
opération détruit lantisymétrie, la deuxiéme ne
la rétablit pas car elle utilise, pour la deuxiéme
combinaison des éléments trés modifiés de la ligne
nuUmero i.

Par contre la linéarit¢é du pfaffien par rapport
a chacune des rangées de A, permet en n’utilisant
que Dantisymétrie, exactement comme dans le
cours sur l'expression générale des formes multi-
linéaires alternées et en opérant sur E; x - x E_,
d’obtenir la formule explicite

Pf(A) = Z €(9) ag(1)0(2)%6(3)0(4) - - - Qo2p-1)0(2p) -

o€S,,

Mais nous préférons la formule antérieure,
appliquée par exemple pour un développement
par rapport a la derniére colonne, qui par son
aspect récursif se préte mieux a une programmation
en Pascal:

2p-1

Ppr (A) = Z (- 1! Plyp-2 (Aizp)aizp

i=1

MATRICE=ARRAY[1..10,1..103 OF STRINGL&1; {car pour n=10 i ou j peuvent

816 = *+°.,.7-"

avQir 2 chiffres?

TERZ =ARRAY[1..11] OF STRINGL43; {faire tout TERIO saturel
TER4 =ARRAY(1..33 OF STRINGL?]1; {deux coef+le point séparati+f?
TER6 =ARRAY[1..153] OF STRINGL14];
TER8 =ARRAY[1..1051] OF STRINGL191;

TER10 =ARRAYL1..945] OF STRINGIL263; {4.4.4.4.6%

VAR

MAT, A tMATRICE;

N,p : INTEGER}

arret : BOOL.EAN;

signe :SI6 H

TERMES : TER10 3

PROCEDURE INITIALISATION ;
vaR

i,j :INTEGER;

%,y :STRINGL&I;
BEGIN

FOR i:= 1 TO N DO

FOR i:=1 TO M DO
BEGIN

STR(i,x)38TR{j,y)s
ALi, j1:="AT+x+" 2 +y 3

END;
END3;
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FUNCTION NBTERMES (n:integer): INTEGER; {calcul de{n-1)%{n-3)...%x32
VAR u, j: INTEGER;
BEGIN
ur=13 j:=13y
WHILE j<= N-1 DO
BEGIN
wr=uXj;
jr=j5+2y
END:
NETERMES:=u; { pour n=2,4,6 ,8 ,10 ,12 s 14..
MBTERMES VAUT resp 1,3,15, 105,945, 10395, 135135, .. 3
END;

PROCEDURE TERMES_PFAFF (VAR TERMES: TER10j
. MAT:matrice jn: INTEGER):
VAR capf r matrice 3
iyd,k,km integer;y

FROCEDURE COFFAFFIEN(VAR copf:i:matrice; csinteger);
var 1,3 :integer;: {copf dépend implicitement de n
et de mat variable globale de

termes_pfatfs

BEGIN

FOR i:=1 TO c-1 DO
BEGIN
FOR j:=1 TO c—1 DO copflfi,jle=matli,jl;
FOR js=c TO n-2 DO copfli,jl:=matli,j+11}
END;
FOR i:=c TO n-2 DO
BEGIN
FOR j:=1 70 c—1 DO copfli,jle=matli+1, il
FOR j:=c TD n-2 DO copfli,jl:i=matli+i, j+11;
EMD3:

BEGIN{programme principal de TERMES_PFAFF}

if not keypressed
then
begin
if n=2
then TERMESL11:= mat[1,2] {FAS DE3; AVANT ELSEZ}
else
begin

FOR i:=1 TO NBTERMES(N) DD TERMEB[il:=’’j{initialisation?
FOR j:=N-1 DOWNTO 1 DO
BEGIN
COPFAFFIEN (copf, j)3

TERMES_PFAFF (TERMES, copf,n-2);

km := NBTERMES(n-2)3

FOR k:=1 TO km DO
TERMESE (3—1) Xkm+k1: =TERMESLKkI+ . +matlji,nl ;

END;
end;
end {pas de ; avant elsel
ELSE arret := true;
END;

BEGIN {programme principal’
WRITELN;
WRITELM3WRITELN{ ST
WRITELN(* N (pair) de 2 & 10 = ? *);
READLN (N) sWRITELN(LST) 3
WRITELN(LST,> N = *,N,” ::IL Y A *,NBTERMES(N),” TERMES .%);
WRITELM(LST, *QUE VOICI: *);
INITIALISATION; WRITELN;

TERMES _PFAFF (TERMES, A, N);
{pour éviter la saturation(255 termes par chaine

on calcule les termes séparément et on les
écrit avec leurs signes apreés au lieu de concaténer
au fur et a mesure termes et signes?

Pfaffien
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signe:="+" ;{initialisation?
FOR p:=1 TO MNBTERMES(n) DO
BEGIN
WRITE(signe, TERMESIpI) s

‘{le mode de construction
montre par une reécurrence
immédiate et parce que n est
pair gue les signes sont
alternés ce qui évite un
programme avec
record epsilon(i)}
termes [ =12 1=
{ou avec pes et del pour é1i->
{miner les doubles signes’
WRITE(LST,signe, TERMESIp1);
i¥ signe =*+” then signe:=*"'-"

else signes="+";
END;

WRITELN(LST): {nédcéssaire car il n’y a de retour chariot gque si la ligne est
entitre, et le buffer garde le début de toute ligne incompléte’

END.
Résultats
N=2 1LY A1 TERME. QUE VOICI: +a1,2
N =4 :ILY A3 TERMES . GQUE VOICI: +A2,3.Al,4-A1,3.A2,4+A1,2.A3,4

N=¢6 :IL YA 1S5 TERMES . QUE VOICI:
+AZ, 4.A2,5.A1,6-A2, 4. A3, 5.1, 6+A2,3. A4, 5. A1, 6-AT, 4. A1, 5. A2, 6+A1, 4. A3, 5. A2, 6-41, 3
LA, 5.A2, 6+A2, 4. A1, 5.A3,6-A1,4.02,5.A3,6+A1,2.A4,5. A3, 6-A2, 3. A1, 5. A4, 6+A1,3. A2, 5

SA4,6-A1, 2. A3, 5. A4, 6+A2, 3. A1, 4. A5, 6-A1, 3. A2, 4. A5, 6+A1, 2. A3, 4. A5, &

La géométric symplectique, qui posséde en
particulier le théoréme de Witt n’est pas une
notion uniquement abstraite : toute la mécanique
a une nature symplectique, grace d’une part a la
nature antisymétrique du torseur des vitesses des
points d’un solide, d’autre part comme le montrent
les équations d’Hamilton :

cH . JH
~ = T o
Op; oq;
La matrice antisymétrique associée, intervient
au moment des conditions d’intégrabilité grace au

théoréme de Schwarz de permutation des déri-
vations. Le systéme hamiltonien associé ayant

4 =

comme matrice, antisymétrique

<5}{ ¢ _ oH ¢ >
5pi5Qj 5455Pj

Enfin en appelant Sp,(K) (avec n pair), le sous-
groupe des automorphismes symplectiques de K",
et par PSp,(K) son quotient par son centre, on
peut démontrer en géométrie algébrique que
PSp,(F3) qui est d’ordre 25920 est le groupe des
vingt-sept droites d’une surface cubique non réglée
(théoréme de Juel). La figure ainsi formée s’appelle
I'Eikosiheptagramme. Une telle surface, en argent,
(14 cm-85 g), comportant les 27 droites, taillée par
le Joailler Evald NieLsen fut offerte par le pro-
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