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R 192. — Montrer les égalités suivantes :
Arccos - . 1dr=5?_tu.
I +2cos ¢ J 24

Arc cos R dr =T[—;
5 I +2cost 8

s
: I —cost
Arc cos dr=
1+2cost
0

(L.-G. Vidiani)

L'auteur ne s’est pas contenté de poser ces questions mais il nous a en fait rédigé un manuscrit extrémement
volumineux sur ce sujet. Nous en publions ici les extraits nécessaires pour effectuer les calculs demandés. i

Il fournit une histoire de ces égalitég En 1926, COXETER, alors jeune chercheur, les établit géométriquement : il
en a eu besoin dans des problémes de triangulation sur des espaces de dimension 4. pour le calcul des volumes de
tétraedes en théories des cristaux, et I'évaluation de I’ordre de leur groupe. Il soumet aux lecteurs de Mathematical
Gazette ([2]) la question de la possibilité d’une preuve élémentaire. Seul répond Hardy : réponse en 14 pages : 4
pages de calcul et 10 de généralisations (calculs qui ne sont pas publiés). Ces intégrales interviennent incidemment
comme cas particuliers dans des calculs de SCHLAFLI (théorie riemannienne) et de LOBATCHEVSKI (théorie
hyperbolique).

Les points 1. 4 6. utilisent la référence [1].

Les points 7. & 9. sont dus & "auteur, en raison du manque d’indications données dans I'ouvrage en question.

Réponse rédigée a partir du manuscrit de ’auteur.

Ces intégrales portent le nom d’intégrales de COXETER.

1. La fonction de SCHLAFLI.
C’est I'instrument fondamental de la méthode proposée.
On note A I'ensemble des triplets de réels o, B, ytels que :

y R T e lcos Bl < cos o cos v,

(S

les points (0, 0,0 ) et (0, 7, 0 ) étant exclus.
Pourtout8de [0, ]ettout vde[~1,1 ], on pose:

Zicm{zne)—w it

n=11"1

On définit ainsi une application H continue sur [— 1,1 ]1x [0, ] et C' sur 1-1.1
On sait calculer, par exemple en utilisant les séries de FOURIER :

H(y,0) =

[x[0.m].

& cos(2nB) o T
H(1,0) =Y ———-0"=—-n0,
(1.6) ;. = =
o (=1)'cos(2n0) 2 n e T
e R T e =-1; (0S0<7) ou —S+n(r-20) (3S050).

n=1 n

Soit ( ¢, B, v) dans A. On pose :

= Veos? o cos? y—cos> B :

on a aussi :

Vsin2 2 -2 TRy
p = Vsin™ B —sin” & — sin” Y+ sin” o sin” .
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On pose ensuite ) )
¢ o psinasiny

p+sinasiny

.Onatoujoursltl < 1.

On poseenfin :

S(o,B.y)=H(to)-H(TB)+H(T,V)-H(1.0);
c’est la valeur en ( o, B, v ) de la fonction de SCHLAFLL. S est continue sur A et C'sur A
Certaines valeurs de S sont immédiatement calculables et comme on calcule la différentielle de S on pourra en

déduire d’autres valeurs et finalement les intégrales demandées.

2. Calcul de certaines valeurs de S.
Proposition 1. S(v.p.c) = S( o p.y).
Preuve. La définition de S est symétrique en ( o, ¥).
Proposition2. S(0.B.y) = n(p-7v).
Preuve. Sioe = Oalorst = 1etS(0.B.y) =H(Ly)-H(ILB).
Proposition3. S(o.n-B.y)-S(a.B.y)=n(n-2p).
Preuve. 3 et T — B définissent le méme T.
Proposition 4. Sicos o.cosy = cos Balors S (o, B,7) = 0.
Preuve.Onap = 0,puist = —letS(-1,8) = —’lt—zsio <9<
Proposition 5. Sisin” B = sin” o+ sin’ Yalors S (a, B.y) = BP— o -7
Preuve. Onap = sinosiny, puist = 0.

oA

Voici quelques exemples issus de ces résultats :

TC3 ﬂ:z TE2 TI:?'

|3 0 48 144 90 450
o L L L 3z | =
4 4 6 10 10

I I L L |

P 3| 3 3 3 5
T T b n L

Y | 3| 5| 5 | 10 6

Les preuves en sont laissées au lecteur.
Le premier résultat découle de la proposition 4 et les autres de la proposition 5.
On a toujours, en applications de la proposition 5 :

Ll

Proposition 6. S ( ., 2,2,—c1) =o(n-2a).

3. La dérivation de S.
Le cacul des dérivées de S fait appel a celui des fonctions définies par des séries :

"=on

F(y,0)= 2 %005(2119),

n=1

A |
et G(_\',9)=9+2Z—?sin(2ne).

n=1

.

- '}

XX

e

21

La premiére série converge sur [— 1, 1 | X[ 0. w]saufen (1,0 )et(— I.g)el I'ona:

F(y0)= —%]n(]—2.\‘cos(28)+_\‘2) =—-Inll-ye

La deuxieme série converge toujours sur[— 1, 1 ] x[0,m]etl'ona:

+)

(TR

-y

] y
G(_\‘.B)zArclan{l tanB] si 00 <

et =1 =y<l.
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On ajoiute 7 au second membre si 6 > g Enfin :
T T T
G[’_\'.E)=E et G(IB)ZE
Gestcontinue sur |— 1, 1 [x[0.m].Ona:
JdH JdH
e = &t — =G
Yoy 96

La simplification du calcul des dérivées de S vient de :
Proposition 7. Pour tout ( o, B. 7) de A, T étant défini comme ci-dessus, on a :
d
S (HGva)=H(nB)+H(n ) =H(30) _ =0
Preuve. On remarque que si ( o, B, y) est dans a onat # 0.

(‘E—eLﬂ)(t—eN“r)

Posons P = = . Tout revient 2 montrer que | | = 1. On trouve par le calcul :
(t=Py(r-1)
b ie,-[a_BJrY](p—icos(xsiny)(p—icosysinu)
p sin p— i sin ot cos P siny '
; 2 2 s ) )
Or !p—ir:cns.c:mrayi2 = cos"o—cos"Pilp—isinocosyl” = cos y—coszﬂ:

2

I psin B —1isin o cos P sin 'yi2 = (cosz(x—cos?j})(cos ‘{—COSEB)A
On en déduit donc que | P| = 1.
On a donc par exemple :

98 0.0 s, 6 B0, P = B0, 2GRS ~SEEG).
do do 8_\' ¥y=t
Il reste 4 simplifier le calculde G (T, o). G(t.P)etG(T,¥).Ona:
1+t p
-1 sinosiny’
puis G(1,00) = Arctan— p. 5
sin o sin y
G(t.B) = Arctan% (ajouter wsi B > %)
sin c cos B siny 2
et G(1,7) = Arctan#_
sin o cos ¥
On peut aussi utiliser Arccos. On monire ainsi :
Proposition 8. Pour tout ( o, B.y) intérieur 2 A, on a :
o = — 2 Arccos ﬂ—j— s = —2 Arccos CO: =L a_,
da Neos™ oL —cos” B dy Veos™ y—cos™ B
T T
-g—g =8 oun—38& selonque P < EOUB = 5
sin ot cos B sin y
avec 8 = — 2 Arccos = = 5 —.
Veos? o — cos’ B Veos? y—cos” B
T
4. Lecasp = 3
Proposition9. S (0,5 ,7) = %(n—za)(n—zy),

: T . £
Preuve. Sie+7y = =, c’est la proposition 6. On pose

fla,y)=S8(a.

oA

“{)—%(n—m)(n—?w
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; n n T T
festcommuesur[0.—.,—]2.etnulleen(Z.Z).C] 5ur}0.:)—[3et:

af
— =-2G(t,0)+mn-27,
2 ( ) Y
avec G(t.0) =Arccosw=%—7,
cos O 2
Don-:ﬂ:().
do
. of )
De méme B_Y = 0. Donc fest constante et finalement nulle.
Onaicit=M;dunc.pourlousa.“{de[O,E]onal'idenlité:
cos(0—7v) 2
i cos (o +7) ”cos(Eny)+cos(2ny)—I—(—I)”_ E—a—yh |
n=1 cos (o—7) n’ 2 ’ |

En changeant de notations : pour 0 < x < met0 < y £ Min {x, T —x},

1
Z n 2

n=

cosy

e
= ncos(nx)cos(ny)—cos (n=
[co&r] Lyl (ny) 2J

5. Deux relations fonctionnelles.

On pose ici 0y = Arccos \%—3 ‘

it g Tm_ o om L 1.
Proposition 10. SlZSaS%,onaS[Za—z,z 0&,6)—45{()& 3'6) b
T T b noT
Preuve. POSOﬂbf(O'.}:S(2(I—E.E—Cﬁ,“ﬁ—)—45(ﬂ.,§'.g)AOl‘ld, |
2 2
s mom T TR s b
f{z)—S(U.I.E]—‘LS'(E,E,E]—E—-fl:‘—s‘—{), .
Posonsn = Arccos———L.Onu: 1
V4 cos o —1 j
f(a) =-8n+4(2n) = 0. 1
Donc fest la fonction nulle. A
T
Proposition 11. SiOqaSao,onaS(a,ﬂ:—Za.a}:6S(a,g.g) I
-_ m T }
Preuve. Pownswlf(a):S(a.n—Za,a)—éS(a.E.E).Ona: 2
2 9
b FLA | FLA n T ¥
f[z)_S(Z‘E‘I)_‘{‘S(Z'?’;'g}_?_6E:0'
Ona:f'(a) =-12n+6(21n) = 0. Donc fest la fonction nulle. n
On en déduit de nouvelles valeurs de S : K
i P n3 ‘ | ud | e | ,:
| 15 1 800 300 300 1 800
|« X % | 2E 7 B X >
_ 6 10 10 10 10
B n T | 2=m L L
| 3 3 5 5 3 i
- T T ‘ 3n n n i
v - = | = - = '
| 6 | 6 | 10 10 6 | &
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En effet : on a a la fois

LT TR n 23
S(G‘T'E)_S(6’3’6'}_ 3 (proposition 3)
et:
T 2N T T &R v
S(E' 3'6)_65(6’3'6) (proposition 11).
On en déduit bien
T RW n
5(%:3°%) = Ts00°
3n
On applique la proposition 10 puis la proposition 11 avec o = o Pour trouver :
ol
3n T T n
5C1036) = Te0 ")
puis
3 2m 3m,  m
(10' 57107 7 300°
o j N . V5 -1
Explicitons & 1'aide de séries ces derniéres relations. On pose 0 = 5
- .11.1tnple‘u[10 3 6)0nassocwp— 3 ,puist = —o;
_ 211 3 -1+V5
- au mplet( 10 )on associe p = —g rPuis T =—0.

On en tire les identirés, enutilisant cos (nmt—0) = (= 1) cos (n9):

gy 2nm nw " 137
Z—E[COS(T)—COS(T)—(—]) J— 1800°

n:l”

el

o n 2 : 7 2
z%pm;%ﬂmg%@n%ﬁT

n=1 "
T T T : a2 i
Par ailleurs, au triplet ( 5°2°70 ), on associe T = ¢ . Donc, avec la proposition 9, on obtient :
- i 2nn nT - n
—| cos( Yreos{(—)—-1=(=-1)" |=72;
ugl nz 2 . F =

345
Jonassociep = —(4— ,puis T = G ;

— autriplet ( g

— au triplet ( g

:|'“" 5|'“"
uwl::l L»I'a
G\Ia

T 1+V5 .
—O}OH'ISSOCLB[J =——,pusT = 0.

A A ok nm 2nm nmw 11n
Donc S(E,g,g)—zln—z[ COS(‘T)—COS( 3 )+c03(T)—1]- 150
_n_2_13n3+11n1_ 191 ©*
T 25 1800 150 © 1800°
T mom o . L
; BN (R S, 9 il N e it
et: S5 g Zlﬂ [ cos( Ly 9( i) 1} %0
_© e w_un
T 25 300 50 300
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6. L’intégrale de BAKER.

“Na=b [ dt

On définit B(a‘b"\_):J‘ Wi(_b__‘?_l"g\}%
a- 5=

0 )

. b—1t —Na-b
Le changement de variable oo = Arctan 1 montre, avec d o0 = T_f_)": dt, que
a— Vb

la-—

X -
B(a.b‘x)=—2J. Arctam‘?d{Arctan- besid ]
0

la—>b

Soient B et y fixés avec p < . En utilisant :

=

Ja8

2 el 2
—= -—2Arclan¢_.(p = \lcos“acos“y— cos“B)
do cosa siny
a ] 3 Fo
on exprime S comme la primitive s’annulant en ® de ot — 2 Arctan ———.
cosoL siny
2
On cherche i introduire a et b pour que 1 soit la variable [ P z ] . On trouve aisément
cosoL siny

P cos cos
a =cotan"y et b = -77[3

sin” Y

Inversement :

1+
B = Arctan l
la-

z et = Arctun—l—
Tl Va

Comme S est nulle si p est nul, on arrive ainsi a I'égalité :
Proposition 12. B(a,b,x) = S(o, B, y)des que

1+b
B = Arctan 1|.I L

[

.b_
o = Arctan 1:

a- a-—

et Yy = Arctan —.

g

7. La premiére égalité. i

Dans la proposition 12, on prend a = 3 et b = 2. Posons .
3cos 0+ 1 !
cosB+1 1

| x
0 = 2ArctanV2—x soit x =

6
DoncS{;.%,g)=B{2,3,x),puis:
S
0 nm [3cosB+ 1
= tacc b = — A == e
(39[8{2 3‘6)] rctan Vx Arctan\ e
Pourcose=——l~,soitﬁ =0, = Arccos(——;—).onaicip = O donc § = 0. On a montré ainsi que : |
¢ 3cos t+ 1 8
Jcost+ n T
t —————dt = =S5
j Arcanv cost+1 (2 3'6)
ei.l
On vérifie que
[3 1
ZAn,tan\I| o dt = - Arucos——cﬁ.
cosr+ 1 1+2cost
Donc
. 0
cos I T T
Arccos ———dr = n(8-6,)+25(5.%. ¢
J-B O ¥ 2cos 1 ¢ o) (2 37 6)

1]
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On sait que S (0 % g) = . Done, par différence :

]
J Arcooxchdr =TO+25(
9,

+2cost

mla:u

wl:u

O\In
o

0

On trouve non seulement le résultat voulu pour la premiére égalité, mais aussi les valeurs suivantes de :

A, (8) =[Arccos —=L
1+2cost
1
| [ D
b ‘ | 3 s
‘ 8 3 | 7 | 5 5 % o
O nm ™ [ e n 19 7
(236 15 48 | 1800 1 800 ¢ g
| | 2 2 Y 4
: o | s | 2417 | TiA? n
A | 35 | | Temo 500 | To3 |279-3

8. La deuxiéme égalité.

L'égalité :
Arccos (;) = 2 Arctan Vx
1+2cos®
revient a :
cos 6 :
= ———— soit cos6 = .
1+cosB 1 =%

Posant 0. = Arctan 1 , on choisit a et b pour que ¢ soit une fonction aussi simple que possible de 8. On a

a-—

) b+bcosB®—cos 0
alors tan~ o = ;
(a=b)(1+cosB)
Onarrivea o = genprenama =leth = %
: 1 7]
n T
0] tré ainsi A —dr=-25(=,5.7).
namonreamq]queJ. rcosl_'_zc039 {2 3 4)
%
TN n 7
On saitque S (0 3 Z}—EADonc,pardlfférence.
] : 0 2
T, T
Arcos—————dt = -28(=,5,7)+—.
J‘)V cosl+2(:usﬂ (2 3 6} 6

On trouve le résultat voulu pour la deuxiéme égalité. On trouve aussi d’autres valeurs pour

]
A, (0) = Arcos~]—dr
1+2cosB

0
2 2
T i bd b
AE(E) =3 et par exemple AZ(E) =% "
_,_ng s égalité;' sz s S s e e
1- S —
L’égalité : Arccos ( ﬂ) = 2 Arctan Vx revient i :
2 cosB
3cosB—1 . l+x
=—— s0it cosb = 2
1 +cos B 3i-x

Ici 6 = Arccos ( % ).
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b—x

Posant o0 = Arctan .

| . on choisit encore a et b pour que o soit une fonction aussi simple que possible
a—

de 8. On a alors

_b+bcosB-3cosB+1
5 " (a-b)1l+cos®)
Onarrivea o = Senprenanta = 3eth = 1.

2
tan™ o

8

1 —-cost 0 mrw
I < —_ _" o han o
On a montré ainsi qch- Arccos——ﬁ2 i dr = '5(2'4'())'
=/1
. TN - e
OnsaitqueS (0. 16" T Donc, par différence :
8 5
1 6 nn, W
cos —————dt = —2 i ot Y i
'|-Ar(,cosl+2cosrd! _5'(_2.3 6)+6
0

On trouve le résultat voulu pour la deuxiéme égalité. On trouve aussi d autres valeurs pour

8
A(0) = Arccos—-—l——-dr
X 1+2cost

’

By s R T I AP )
3(3) =~ etparexemple 2(20) = g avec ¢ = Arccos =.
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