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La question I-3° de la premiére épreuve du concours
dentrée 1980 aux Ecoles normales supérieures de Saint-
Cloud et de Fontenay demandait de démontrer le
théoréme de Farnell (1944). Outre le fait que la condition
«1l existe un entier i entre 1 et n tel que

la; — M < /PQ; »

nétait “pas facile 4 conjecturer (*), que le cas n = 2
n’était pas générique, il me semble que I’énoncé aurait
pu guider les candidats, car cette question était,
contrairement & ce que semblait suggérer sa place dans
Pénoncé, complétement indépendante des questions
précédentes.

En fait, les résultats d’Hadamard (I-1°), de Farnell
(I-3°), de Brauer (IV-1°) et, dans une moindre mesure,
II1-2°, sont des cas adhérents ou particuliers des deux
théorémes d’Ostrowski (1951). Ce sont ces deux
théorémes qui font Pobjet de la présente note. Les
notations utilisées sont celles de I"énoncé du probleme
« Saint-Cloud 80 ».

(*) La question I-3° peut se démontrer de la fagon suivante :
e On montre d'abord qu’il existe un entier i e {1, ..., n} tel

que
‘laii —A < VPQ:

La méthode est celle de la démonstration du premier théoréme
d’Ostrowski contenu dans cette note, I'inégalité de Holder pour

1
o =£ n’étant autre qu’unec inégalité de Cauchy-Schwarz.
o On écrit ensuite

M <= af + layl < /PQ; + layd
< \/Pi + lag) iV Q; + lagl = BV, R;T; < sup/R,T,.

Le corrigé donné dans la Revue n®35 proposait une autre
méthode. (N.D.L.R.). -

1. — Premier théoréme d’Ostrowski. — Une condition

 nécessaire pour que la matrice A soit singuliére est que,

pour tout réel o €0, 1[, il existe un entier i entre 1 et n tel
que
-
lagl < P7.Q; 7™

Le systtme non cramérien AX = 0 admet une solution

X1
X2
X = non banale, ¢’est-a-dire telle que Max |x;| soit
1€ign
X

n

non nul. Soit p 'un des indices tels que [x,| = Max [x,|.
Igign

Pour tout entier i entre 1 et n, la ligne numéro i du

systéme donne

1)

lagx;| =

n
2 aiX;
j=1

J#i

< 'Zl |aij| \Xj\ < Pilxp\-

iz

j#i
Raisonnons par I'absurde en supposant que, pour tout
entier i entre 1 et n,

(2) la,) > PYQ; "

Alors, (1) et (2) impliqueraient

n n

PrQ! x) < lagl bl < X gt = X lagPlagl ~x ),
- = =1

j#i j#i

la premiére inégalité étant stricte pour au moins un i de
{1, ..., n}, puisque les x; ne sont pas tous nuls.
Majorons le second membre en utilisant I'inégalité de

Holder : i L
P q
< Z |°(jlp Z EBj'q
JjeA jeA

2 B,

JEA
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ol A est une partie finie de N, p et g étant deux réels

1 1
strictement plus grands que 1 et tels que - + — =

1. On
P 4
choisit
o = ja;l% B; = lagl* %Ixl,
1 1
p= o q= 1— o

A est I'ensemble des entiers
distincts de i : T

n o n 1 1-ua
P?Qil_alxi| < < Z ‘aij|> < Z |aij| lxj|ﬁ>
S \j=1 j=1

J#i Jj#i
n 1 1-a
= P?( Z a1 lxj|1'°‘> .
j=1

J#Ei

compris entre 1 et n et

e Si P, n’est pas nul, on en déduit

. n 1 1-a
(3) @”w<<;mwwvﬁ
=

i

e Si P, = 0, comme (2) implique a;; # 0, (1) implique
x; = 0 et (3) est encore vraie. )

L’une au moins des inégalités (3) est stricte. Mettons
ces inégalités sous la forme (3') suivante et sommons de 1
a n puis permutons les sommations :

1 n 1
(3) Qilx;ft-« < Z lagl lxjjt==.
i=t

J#i

i=1 = =1
J#i

szﬁ¥<Z(Z lwﬁﬂ

n 1
Z lelem

i=1

" " 1
= Z ( z |aijl |xj|1‘°‘> =
1 \i=1

i= e
i#]

- Nous aboutissons & une contradiction, donc (2) est fausse
et le théoréme 1 d’Ostrowski est vrai. '

Nous constatons que les cas adhérents o = Oet o = 1

sont les théorémes d’Hadamard, objets de la question 1°.

. 1
Le cas o = 2 constitue le cas de Farnell, 'inégalité de

Holder intervenant étant alors une inégalité de Cauchy-
Schwarz.

- - Comme les valeurs propres A de A sont telles que
A — Al soit singuliere, les valeurs propres de A ont leurs
images dans la réunion des n disques fermés définis par

la; — 2} < P}Q{ .

L’intérét de ce dernier résultat est qu'on peut affiner la

localisation des valeurs propres de A en faisant varier le

parameétre o dans [0, 1].

II. — Second théoréme d’Ostrowski. — Une condition
nécessaire pour que la matrice A soit singuliére est que,

pour tout réel o € 10, 1[, il existe deux indices distincts i et
j tels que

1= 1-
iau ]]| P?Qi QP;‘[Qj %
Remarquons que le premier théoréme d’Ostrowski est
conséquence du second.
Raisonnons par 'absurde en supposant que, pour tout

couple (i,j) d’indices distincts, on ait
laga;;l > (Pin)u(Qin)17u~

Alors, comme a; # 0, si on pose

— oyl —a
s; = — P{Q{ 7%,

lal

on a s;5; < 1 pour tout i et tout j tels que i # j.
iS5 p q J

Soit maintenant r 'un des indices tels que s, = sup s;

1<ign

et t I'un des indices, distinct de r, tels que s, = sup s,
. 1<ign
i#r

On a donc, pour tout i distinct de r,

S, Z 5 =5

ir

§ . . .
Posons g = \/—' > 1 et introduisons la matrice A’
Sl

déduite de A en multipliant par ¢ la ligne et la colonne
d’indice r :

11 ayd .- Gy,
o : o :
=l a.9 -.. a,9° ... a.q
T S A A

Appelons P}, Q}, s; les valeurs de P, Q,, s; relatives 4 la
matrice A’..On a
® pour I #r,

1 e .
S; = < Z |al._]| +|atriq> < Z laji| + Iarilq>
lagl \ j=1 j=1

jaélr j#ELr

= /s < 1;

1-a

e pour i =r,

n 1-a
S/ ( Z ‘ 1’_] ) < Z ‘ajr'q>
|arrlq j=1

Jar J#r

-

1
=-5, =
q

55, < L.

On a donc, pour tout indice i, s} < 1.

Ceci prouve que A' ne satisfait pas a la condition
nécessaire du premier théoréme d’Ostrowski. La matrice
A’ est donc inversible et, comme

q* det A = det A’
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il en est de méme de A, ce qui contredit 'hypothése faite :
le second théoréme d’Ostrowski est ainsi démontré.

Nous constatons que le cas adhérent o = 0 est le
théoréeme de Brauer démontré en IV-1° du probléme de
Saint-Cloud. '

En appliquant le second théoréme d’Ostrowski & la
matrice A — Al on trouve que, pour tout a € [0, 1], les
valeurs propres de A ont leurs images dans la réunion

n{n — 1
des % « disques » fermés (limités par des ovales de

Cassini) définis par

lag — =l lay; — 2l < P{QI°PIQ} "

On peut affiner la localisation en faisant varier le
parameétre o dans le segment [0, 1].

III. — Applications. — On peut utiliser la localisation

des valeurs propres de A pour faire un décompte des.

racines de det (A — zI) dont les images sont situées dans
des domaines disjoints : si les régions ou se trouvent les
images des valeurs propres de” A se décomposent en
divers domaines D, disjoints formés respectivement de k,

disques ou ovales (Z k, = n), la- matrice A possede alors

k, valeurs propres dans chacune des régions D,. En effet,
introduisons la matrice B() telle que Vit [0, 1],

ii> b;() = ta pour i # ]

ij

bi{t) = a

Les valeurs propres de B(t) varient continliment en
fonction de t (cf. Agrégation 1977), de celles de B(0),
foyers des ovales de Cassini & celles de A pour t = 1.
Comme les ovales associés a B(t) sont de mémes foyers
que ceux de A et inclus dans ceux de A (puisque, par
exemple

n

Z lbij(t)i =P, < Py,

j=1

J#i
on en déduit le résultat annoncé. En particulier, si les a;;,
i=1...n sont réels ainsi que les coefficients du
polyndéme caractéristique de A, tout domaine D, formé
par un nombre impair de disques contient au moins une
valeur propre réelle.

Enfin, les théorémes d’Ostrowski permetteni des

localisations assez fines des racines d’un polyndome

f@)=2"+az""" + ... +a,..z + a,

qui sont les valeurs propres de sa matrice compagnon :

0 1 0 0
0 -0 1 0
0 0 0 ... o1
— 4, T4 T4y - a4y

Bibliographie : PAroDI, Localisation des valeurs propres.




