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Limites et équivalents de fonctions définies
par des intégrales (ou séries) dépendant de paramétres
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f(t, x) dx.

u(t)

par L. G. Vibian, professeur en Mathématiques spéciales au lycée Carnot de Dijon.

Les méthodes d’intégration des relations de
comparaison figurent dans tous les bons cours de
Mathématiques spéciales. Sont également bien
connues des taupins, les méthodes de changement
boodx

e
o/b" — x"
b > 0) pour obtenir une limite ou un équivalent en
n= + o0, ou le théoréeme de Riemann de
comparaison d’une série et d’une intégrale qui
permet bien souvent de trouver un équivalent de la
somme partielle de rang n, d’une série divergente,
ou du reste d’une série convergente.

Mais, depuis 1974, sont proposés aux oraux des
concours des Grandes écoles scientifiques, des
exercices dont le théme principal est de déterminer
l’équivalent en une valeur adhérente ¢, de R d’un
parameétre, ¢ ou n (on peut se limiter a ¢t appartenant
a R puis faire ¢ = n dans les exemples qui suivent),

de variable (du type x = bt dans

d’une intégrale (ou de la somme d’une série) d’une |

fonction dépendant de ce parametre, et ou ces
méthodes classiques ne s’appliquent pas directe-
ment, les bornes pouvant également dépendre de ce
paramétre.

Le manque d’une justification d’un point de
départ logique et d’un appel 4 un indice, si ténu
soit-il, pour étayer I'intuition d’un procédé, en un
mot I'absence d’une méthode générale font penser a
I'empirisme du physicien ou au somnambulisme
pincé du littéraire.

Le but de cet article est de donner quelques
directions possibles. Il ne faut bien sfir pas oublier
de vérifier la convergence des intégrales ou séries.
Dans chaque exemple nous supposerons que cela a
été déja fait.

Par quelques exemples significatifs, il propose
d’illustrer les différentes méthodes qui permettent
de traiter la généralité des exercices proposés a
Poral.

Rappelons seulement pour mémoire les procédés

e ou tellement classiques qu’ils sont connus de
tous :

— permutation (justifiée) de limite et d’intégrale

(ou de i) [11;

0
— intégration des relations de comparaison [1] et

[2], page 437,

— équivalent de la difféerence (par développe-
ment limité de Taylor) entre intégrale et somme de
Riemann pour un équi-partage;

— intégrale de Frullani [3], page 94, [4],
page 116;
— critére f/f, [2], page 443;
b
— théoréme de Dirichlet: lim | g(x)f(nx)dx

a
ou f est périodique (commencer par g palier, puis
escalier, puis intégrable...);
e ou purement techniques :

— calcul effectif de I'intégrale ou reconnaissance
parmi les solutions d’une équation différentielle;

— théoréme de la moyenne;

— majoration (ex.:

LI LI
n sin® x noX .
deJ dx
ol +x ol +x
3

. n n
=3—na"zn—z+r‘~°g<”;>>

de la différence avec la limite ou 1’é¢quivalent;
— Chasles et théoréme des séries oscillantes.

Ces méthodes sont en effet tellement caractérisées
que leur emploi est évident dans la forme méme de
I'intégrale proposée.

Les méthodes suivantes, moins générales ont
cependant l’avantage que leur choix (plusieurs
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méthodes peuvent convenir, bien siir, pour une
méme intégrale, et nous le signalerons) est
généralement évident dans la forme de lintégrale
proposee Il s’agit des techniques suivantes :

— calcul récurrent et domination éventuelle;

— changement de variable;

— intégration par parties;

— scission par Chasles (cette méthode est la
planche de salut dans les cas désespérés (qui sont
aussi les plus beaux...). Elle est d’ailleurs utilisée
pour démontrer la méthode de Laplace;

— la méthode de Laplace prémisse ou
préliminaire au calcul symbolique et aux problémes
de. distribution de masse;

— méthode de Iéquation fonctionnelle ou
différentielle;

— majoration de la différence entre I'intégrale et
son équivalent supposé (trouvé par exemple par
permutation non justifite de limite et intégrale).

Les propriétés utilisées de | et Y, relation de

Chasles, linéarité, positivité étant les mémes, les
méthodes sont exactement les mémes pour les séries
d’autant que par lintermédiaire de la fonction
associée u* on peut écrire

0iu,,(t) = fw u*(x, t) dx.
0 o

De plus le théoréme de comparaison de série et
d’intégrale, permet souvent de ramener le cas série
au cas intégral, car ce théoréme est encore valable
lorsque des paramétres interviennent (voir par
exemple son utilisation pour la série Xr(n)t” ou r(n)
cst le nombre de solutions entiéres de I’équation
x* + y* =n).

Nous ne détaillerons donc pas les procédés pour
les séries. Nous nous contenterons de donner
quelques exemples bien caractéristiques, quelques
procédés particuliers aux séries et remarquerons,
que dans le cas particulier de séries entiéres les
techniques démontrées dans le cas intégral,
permettent de déterminer le rayon de convergence,
voire la convergence sur le cercle de convergence de
séries entiéres u,t" dont le coefficient u, est une
intégrale.

Calcul récurrent.J

Deux exemples classiques permettent de dégager
une idée de méthode

' dx
ht) = Jx x"/x? — 1'
= fu(+ 0);
J T dx

Posons 1,

NGRS

n+2(t) -

Une intégration par parties avec

u=/x*—1, dv = x"""2dx

donne

—\/——1] 1ft dx

5O —far2(®) = [m l+m N2

__ VP40
(n+1)t"+1 n+1
faO= L po+
n+2 = n W
d’oun
n
Ly, = n4+ 1 L.

I, étant décroissante, pour montrer qu’elle tend vers
zéro, il sufﬁt de se limiter a n = 2p. Posons J, = I,

=

Jp+1 < up+1
JP
tel que J, < ku, donc J, et I,, tendent vers zéro

1
avec —-

Pour p assez grand, ; il existe ke RY

1
Le changement de variable x = —— dans I,
sin u

permet de constater que I, est I'intégrale de Wallis,
W,_;, ce qui nous permettra ultérieurement de
préciser ce résultat, soit directement sur I, ou W,
par la méthode de Laplace soit en scindant et en
écrivant

j\lﬁ-h J\w J‘l'Hl dx
I, = + < —_—
1 1+h 1 JxP 41
+ ® dx
reaX(1 4+ Byt
Comme deuxiénme exemple

T
2 sin? nx

I, = ——dx
o sin?x

Les formules trigonométriques donnent :

Tsin (2n + 1) sin x
_p o (e T Uy,
Ly =1, L sin? x x
%sm 2n + l)x
o sin x
(In+1 - n)

(In+2 - In+1) -

=j220052(n+ Dxdx =0
)



Limites et équivalents de fonctions définies par des intégrales 369

T

donc I,,+1—In=11_10=§,

k-1
o) R

Changement de variable.

Si le changement de variable a utiliser est souvent
évident, cette méthode doit souvent étre coordon-
née avec d’autres pour conduire aux résultats
voulus.

Exemple 1 :
1) = j x%e ™ dx
0

avec >0, a > —1 et ¢ >0, donne avec le
changement de variable X = ctx?,

, X _XP
T Y
cPeP
11 31
dx=—ﬁXB dX
B LL
c't
o xB 1 1 it
I(t)=f T ’L?xﬂ dXx
o B cPrP
Bl e (241
=@ ° jx(’s )e‘xdx
0
o+1

ey

ou I' est le symbole de la fonction eulérienne

gamma.
Pour tout A strictement positif, comme ct A tend

vers plus Pinfini avec ¢, ona

A 1 <oc + 1) 2
—ctx? B
x%e dx ~ = (c t) .
J‘O t=+ oo B B

Cet exemple nous servira au moment de la méthode
de Laplace.

Exemple 2 :

1) = J*‘ dx
[ P e Y )

effectuons le changement de variable x = tX pour
fixer les bornes:

+1 dX

-1 /(1 = X3

<S1+2X2 < J1+ 122

1) =

+ t2X?)
comme

VXe[-1,+1], 1

on a
1

JE+ 12

donc I(t) » & pour ¢ tendant vers zéro.

10) <I(H) <TO) ==

Exemple 3 :

¢ dx

I(n) = f ——

oYa* — x"
Le changement x = aX donne
todx

o= [ 2

01 — X*®

et, pour tout a de 10, 1], par Chasles on a

I(n)—1=ja<\/§—;——-l>dX
o \J1 - X"

! 1
+J. —————1>dX.
a nl_an

La deuxiéme intégrale est généralisée, convergen-
te en — 1, et pour tout epsilon strictement positif il
existe g, indépendant de n de ]0, 1[ tel que

—1 dX <s

Ill_Xn

L’application X étant croissante, on a

g1 =X
0<J —1dX<a0 —1).
71— X" Y1 — af

Or \’/—1—_:7 tend vers 1 quand n tend vers plus
e L L
Pinfini (car égal a e ). H existe donc n, de

N tel que, pour tout n supérieur stricternent a ,,
on ait

—_— — 1) dX| < ¢
n 1 _ X'l
donc lim I(n) = 1.
De méme, pour I, = j -le change-

(IT

ment de variable x = n tg X raméne & une intégrale
de Waliis.

Exemple 4 :

I(t)=4[t dx
1/x(x — Dt — x)

pour t tendant vers 1 + 0.
Le changement de variable affine

x=0t-DX+2—1t

donne, en fixant les bornes,

J dX
I(t) = :
1 /2 =X)X - D[t -DX+2-1]
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Orll) == (poser X=

I -1
_ J’Z [—1+‘/(t—1)X+2—t]_
L Jxone—xlL Ji—DX+2-1

On majore le crochet en remplagant X par 2 au
numérateur et par 1 au dénominateur :

0<I(l) —I(®) < m(/t — 1)

qui tend vers zéro avec t — 1.
On verra aussi 'exemple deux de la méthode de
scission.

3+ cos 8 ot
2

Intégration par parties.

Cette méthode est trés rapide quand elle est
utilisable, et réitérée peut donner un développement
asymptotique.

Le crochet de variation donne un équivalent
facile lorsque lintégrale du deuxieme membre est
négligeable devant ce crochet.

1
2] e x
I{t) =J - dx;

0

Exemple 1 :

1
posons x = o

[=¢] + oo
1t =f X2 X dX = J(1) =J X2 X gX.
0 1
Comme (t' > t > 2) et X > 1 impliquent
X2 X < XV 27X,
J est croissante et une intégration par parties donne

It + 1) > ¢ — DI

donc
_Je+ D . ~
tl1r+an(t)—~ =+ 00 et t_l’nJ'rnO0 J(@t) = + o0,
puis litm+I(t) = + .
Exemple 2 :
to e 1 [ _.dx
I(t)=J: e d.x——‘——z?‘—it e x2

et une nouvelle intégration par parties donne

e ,,(zdx__e't2 13 ¢ ro g dx]
A T TR R R

2

e dx e‘tz .
car J e z- < —— pour t > 1. Par suite
x*
t

—?

e
10 5%

Exemple 3 :

7 sin? nx T sin nx cos nx
I(n)=f ——dx =2n| ——————dx
o sin?x 0 gx

[z sin 2
= nJ' i dx.
o 1tg8x

sin 2nx dx

I LA 5 x —t
@=J‘2sm nxdx+f2x g x
n 0 X 0o Xtgx

qui par Dirichlet tend vers g donc I(n) ~ %E

+ 0

Exemple 4 : La méme méthode d'intégration par
parties donne par des calculs analogues 4a
Pexemple 2

t
j Log (Log x) dx ~t LogLogt

-t

t e
€
1 \/‘
et
b .
sin xelt sin x2 dx 1 sin b itsin b* _1_
o +e it 2b cos b 2it

Ce dernier exemple étant pour b dans :IO, /g[

La méthode d’intégration par parties conduit
souvent au résultat lorsqu’on connait le comporte-
ment de f'(x)/f(x) au voisinage de¢,.

Meéthode de la scission (1920).|

Par Chasles on s’est préalablement ramené 4 une
intégrale éventuellement une seule fois impropre.

L’idée consiste 4 séparer la borne litigieuse (soit
parce que P'intégrale y est impropre, soit que ce soit
elle qui crée I'indétermination ou I'accumulation de
masse pour le passage a la limite) afin qu'un des
termes soit négligeable, au voisinage de t, devant
I'autre dont un équivalent ou la limite est facilement
calculable éventuellement par une des autres
méthodes dont j’ai donné la liste au début de
Particle.

Exemple 1: Déa vu lors de

la premiére
méthode :

L
| e

pour tout % positif.

+w

1+ X" /X

I <f dx +f+°° dx
Sh o tn (1 + B I /X2 — 1
=Log(1 + h + /h* + 2h)

1 1
+ W Arc sm( h))
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dont la limite est bien zéro lorsque n tend vers
I'infini.

Exemple 2 :
+ o0 eAtxz
1) = 5 dx
®= L 1+ x?
+ a
SR A e
+ e <g - Arcfg a).

On peut choisir @ > 0 tel que Artga <¢ (g > 0
donné quelconque) et il existe alors A tel que

Ve > A, e~ 2; <€
alors
lim I(t) = 0.

Le changement de variable X = \ﬁx donne

© et
tiy=| e * dx
Vi) L t+ X

et un calcul plus poussé donne plus précisément

I(t)~\/§x%

résultat que I'on pourrait établir directement par la
méthode de Laplace.

+
—x"
u f e " dx
1

Le changement X = x" donne

L= +°°X%e_XdX
nl, = 1 X

+w ,—X

de’ on a pour A > 1

Exemple 3 :
I

En posant K = j
1

1 -
0O<nl, —K < | ¢ —DE—dx
) X
” 1 _x

+oc e
X" — 1)—dX
s ook

1 A + o0
<(A"—1)f dx+f
1 A
1

Ainsi 0 < nl, — K < (A — D)(A" — 1) + e A Le

e X dx.

K
choix de A puis de n montre que I, ~ -
Exemple 4 : f étant continue sur [0, 1]:

1
I, = nf x"f(x) dx.
4]

L’accumulation de masse se produit en x = 1,
d’autre part I, dépendant linéairement de f on peut

se ramener 4 une fonction nulle en 1 par
remplacement de f par f— f(1):

II

L) - LUD) = L) - —f(l)

nf xX"(f(x) — f(1) dx.

Pour tout epsilon de R**, la continuité de fen 1
donne Pexistence de he]0, 1] tel que

Vxel[l — k1), If(x) —f()] < ¢
L) — LYW <2 xf‘[tpu )i f x" dx
bl (- (1= Ryt
2xit[zpl] lf(x)l(l -+ e
Comme pour h fixé de 10, 1[, (1 — hY'*! — 0

ona

LO) = f) = lim LI

. 1
Si f(1) # 0, "f(x) dx ~ f( ).
Ce résultat ne peut se retrouver directement par

d
la méthode de Laplace « courante » car <d_x> # 0

X/ x=1

Exemple 5 : Etudier lim f(2).

t—1

3 dx
o = J ——_—
o /1 —tcos?x
On constate que f(1) est divergente & cause de la

borne x = 0.
Le changement de variable X =

dX
JA+ XD -1+ XD
1

tg x donne

[ =

dx
o /(1 + XZ)(I —t+ X3

! dX 1
Nz—| ——— Arg sh
/0 fj JI-t+X? frgsa/l—t
d’ou
limf(t)z
En outre
£ = dx

o /A +X)(1 —t + X?)

+f°0 dX
1 /A +X)(0 -1+ XP)

+ o 1
J =o<f ) puisque
1 0
+ o0 + o
OSJ <J dj;:l
1 X
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dX _
o /U +XH(1 -t + X?)

donc
dX

e fo JA+XHA -t + X7

1l y a accumulation de masse pourt = 1, X = 0, et

au voisinage de la borne litigieuse X =0, la

fonction sous le signe somme équivaut a
1

J1-t+ X2
1 dx
f(t)—jo J1—t+X?

_J X2 dX
o (1+/1+XH)/U+X)(1—t+X?)
L XX sj de%:o(f(z)).
0

o J1—-t+X?

Par conséquent

> il est donc naturel d’étudier :

= Arg sh-—-

f(t)Nj \/1—t+X2

= Log

\/_

1
1/1
= ——Log(l—t)
1—t 2

et donc f(t) ~ Log

Exemple 6 : L’idée des calculs de cet exemple
(exercice d’oral n° 108, Revue de Mathématiques
spéciales 1984-1985) m’a été donné par Monsieur

Carpentier. -
+
1(t) = J
2

Nous voulons un équivalent en t=0. Le
changement de variable évident X = xt donne

I(t)=j+°°c032nxg)‘(_.
2

. X X
Log?

“ cos 2nxt
————dx
x Log x

1
Supposons t € :|0 (on étudie 1(r) pour t tendant

vers zéro). La scission par Chasles donne

I(t)=Jz+ﬁ i
2t e

A cause du théoréme des séries oscillantes, puis
une majoration grossiére on a

3
Jz cos 2nX  dX l

fw cos 2nX Xm

1 X 1 _ X
: Log? X ZLogX Logt X
3 1\ 1 2
Ll-—=]-x = -0
4 4/1 —Logt |Logt]

4

De méme

1
% cos2nXdX dX
2 LogX—Logt X

1 1
_ | # cos2nX—1 dX 4 dX
- 2 LogX—Logt X 2 (Log X—Log t)X
1
Y
et 1(0) divergent

4]
et ceci incite a faire intervenir la valeur en zéro

(borne litigieuse).

Car nous avons remarqué que

2
o O
e Comme 1 — cosa < 5 La premiére intégrale

est majorée en valeur absolue par

T 2y2
4 4n°X dX
2 2X (Log X — Logt)

1
_ o 2 X dX
B 2 Log X — Logt
1
<m [ __ ",
o —Logt 2{Logt|

e La seconde intégrale devient par le changement
de variable Y = LogX:

1 1

4 dX _ JL°gZ dyY

2 (Log X — Log HX Log 2t Y — Logt
Log%

=1 LoglY — Log tl]

Log 2t
soit
1

% dX
2 (Log X — Log t)X

1
=Log (Log Z—Log t)—Log Log 2~Log|Logt].

En regroupant on a donc

I(t)t:0 Log |Log t|.

On montrerait de méme (et aussi par Laplace)
que

jl @ — " HfOn? dt

tend vers f(1) pour n tendant vers plus U'infini. Et
aussi, en faisant intervenir la moyenne arithmético-
géométrique de Gauss que

Logt

F dx
0 Jcos?x + t?sin?x to "L

et donc

not T
mag(l,t) ~ ELogt ~3 x 1(t)
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ce qui donne un lien entré la moyenne arithmético-
géométrique et le théoréme de Tchebicheff de
répartition des nombres premiers.

l Méthode de Laplace. ‘

On considére I'intégrale

K@) = f ’ g(x)e™ dx

a

avec a et b de R, a inférieur & b strictement (dans la

a

b
pratique si I'on a J g(x)(f(x)) dx il faudra écrire

J ’ g(x)e' Lo8/™ dx

a

et poser h{x) = Logf(x) avec f(x) > 0 sur [a, b]).

Nous faisons les hypothéses suivantes : g et h sont
continues par morceaux sur }a, b[; h a un maximum
absolu unique H atteint en ¢ de (g, b), (on peut, en
utilisant la relation de Chasles, se ramener & une
somme finie d’intégrales sur des intervalles oun H
n’est atteint qu’une seule fois) et hypothése H,
38, > 0 tel que

V3e]0, 8, et Vxé¢le—38, ¢+ d[nlab]
h(x) < min (h(x — ), h(x + 3))

ce qui correspond pour h, au graphe analogue a la
figure ci-dessous.

TN

y -3 ¢ +d b

On suppose en outre que:

H,: fb lg(x)|e"™® dx est convergente, ce qui
assurera al’existence de K(¢) pour tout ¢t = 1;

H,: g(x) ~ Ajx —c|* avec > — 1 (ce qui
assure la convergence en c¢) et A # 0;

Hy: h(x) =H — (B + o(x — ¢))|x — c|® avec
B>0etf >0etH=h(c)ce qui assura que h a
un maximum isolé en ¢, h — H ayant un ordre en c.

Par Chasles

K(t)=JC+Jb=J(t)+I(t).

Sic = aoub,iln’yaquune des deux intégrales I
ou J a considérer.

Le résultat trouvé pour I sera applicable pour J,
puisque g et h ont des équivalents pairs en c et
qu’on peut toujours se ramener au maximum pris
en la borne inférieure de Pintégrale par le calcul
suivant :

a

a<c JO)= J 2(x)e™™ dx

= f (= 0" V(- X)

~a

j g(— X)"Xax, —c< —a.

—-c

Remarquons d’autre part, avant de commencer le
calcul proprement dit, que la linéarité de I'intégrale,
permet pour la démonstration, en remplagant g par
— g, de supposer A strictement positif, et en
écrivant g = A g/A de se ramener au cas A = 1 et
en écrivant

, .
K@) = eH’f g(x)e @1 gx

au cas H=0.

Nous préférons traiter le cas général, pour que le
principe du calcul puisse étre repris dans chaque cas
particulier.

En utilisant, comme nous 'avons déja annonceé la
méthode de scission de Chasles seul importe le point
¢, ot h prend son maximum (car on verra

b c+a(h)
Y c

Soit A €]0, 1] alors il existe 3(A) > 0 tel que
d’aprés H, et H,
0<x—c<d®)
Al = M(x — o) < g(x)
<AL+ M) — o)
—BA +Mx—-cf<hx)—H
< - Bl —NMEx -~
L’exponentielle étant croissante

the—-B(l +M)(x—c)e < ehtxr < the—B(1~)»)(x—c)”t
les trois membres de cette inégalité étant positifs

Vi > 0,

(1=n)e™ J

c+8(R)
< j g(x)e" ™ dx
T

c+3(A) B .
A(x—cye PIPNEI gy,

c+8(2) Bl 5
A(x—c)re  BUNO=I" gy

< (1+K)thf

[

Or d’aprés I'exemple 1 de la méthode « Change-
ment de variable», (on s’y raméne en posant
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X = x — ¢), on sait que

c+800) ,
(1=%) j (x—c)re  BUIHMEat gy
c

t=:a:> B B
c+8(2)
(1+)»)J (x_c)ue—B(lfk)(x_c)ﬁt dx
C atl
t=’:m IEX r<a::;1>[B(1‘7\:)t] ( b >

On sait donc qu’il existe t;(A) > 0 tel que, pour
tout t > t;(A), on ait

a+1

| 2 (2L L
(1 x)[ 3 ]r( 5 >[B(1+x)t]

&
< (1-7»)] Xz BUFNX gx
0

a+l

1+ x)[lgx]r(“gl BA-ng °

8
p (1+x)J e BU-MX g
0

Alors, pour tout € > 0, choisissons A(g) € ]0, 1] tel
que
a+1

(1—x)2(1+x)'(“)>1—s

et a+1

p

(1 + )21 =N <l+e

ce qui est possible, puisque les fonctions en A, des
premiers membres sont continues en A = 0 ou elles
prennent la valeur 1.

Pour ce A(g) et Vt > t,(A(€)) on a donc

1 1 a+1
Ad—ge T <°‘+ )(Bt) (+)
B p
¢+ 8(Me))
< j g2(x)e™™ dx
1 N -
< (1+s)‘r<°‘+ >(Bt) ( P )eH’ x A.
p p
En outre comme il y a extrémum strict de s en ¢ et

d’aprés I'hypothése Hy, ona
p=hic+ 8Q) <H=h()

et, pour A suffisament petit pour que 8(A) €]0, 6,1,
on a, pour tout x = ¢ + 8(A),

h(x) < h(c + 8(0)) < H.
Donc, pour tout t > 1,
tlh(x) — p} <

th(x) <

h(x) — p

h(x) + u(t — 1).

Ce qui par domination implique, a cause de H, , la
convergence de I(r).

soit

1_—xr<“+l>[3(1+x)t]<agl>

Puisque

b
J g(x)e™™ dx

+3

b

< { lg(x)le™™ dx
c+3d

b N

lg(x)|e"® dx

c+8

< e‘+(t— u

< + ®©

b
J g(x)e™™ dx est donc absolument convergente,
c+d

donc convergente, R étant complet. Or

- (ﬂ)
etp— [T 0 (t B th);
1=+

en effet

tm—p

¢ _ He—H)—p
H: =€

e

et
p—H<O.

En tenant compte de ce qui précéde, pour tout ¢
supérieur & max (¢,, 1), ona

A(l—s)eH’% ( B >(B) <u+1>

Ht B a+1
<10 + 0(% r(“BLl)(Bt) (T)>

a+1
<A + s)thél"(%)(Bt) P
et donc
Hi - o+1
10 ~ A%F(ag 1>(Bt) (T>

Si ¢ est dans ]a, b[ en ajoutant les parties
principales (qui ne se réduisent pas!!!) de J() et
I(t), ona

Ht a+1
rg(x)e'hmcixt::sz% (“?)(B) S )

Dans le cas ou le maximum de h est atteint en une
des bornes, il faut diviser 1’¢quivalent par 2.

Le cas le plus courant d’application de la
méthode de Laplace est le cas des intégrales

L= J g " dx

ou f est positive de classe C? admettant un
extrémum unique dans [a,b] avec f'(¢) =0,
f"(c) < 0 et g continue par morceaux telle que
g(c) > 0. Alors

h(x) = eLogf(X)

—f()+

SO s o o]

f©
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et on applique ce qui précede avec

A =g(c), H=Logf(q)

o =
B =2
__oe
B=7370
et donc
b
f g dx
I
(floy" (1 nf'(e)\"2 .
2g(c)——2——l"<§)(— Em) si cela, bl
g(c) (f(zc))" r (%) ; f?((g) si ¢ =aoub.

Or r(%) = /n; si cela, bl

g ~ 21/(©)
I~ f ERUE) dx ~ g [~ ™|

L’équivalent doit étre divisé par deux si ¢ est en a
ou b, on obtient dans le cas ol g est positive sur
(a, b), un résultat plus précis que le classique :

lim /1, = Max f(x) = f(c),

@ x€la, b]
que 'on retrouve dans le cas des hypothéses, en
prenant les racines n*“™ des deux membres, car

I’équivalence est compatible avec Y  contraire-
ment & ’exponentielle.

La méthode courante de Laplace ne s’applique
pas a

n

JZ cos x sin” xf(x) dx

0

T T n i
c= 7 et g<§> —f<5)cos2 = 0.

En reprenant le calcul on verrait que si te N le
calcul est valable st f(c) e R* et si g(c) # 0.

En appliquant la méthode précédente, on peut
donner les exemples suivants résumés dans le
tableau ci-dessous :

car

Intégrale I, ou I(¥)

Equivalent en n = + oo Valeur de ¢

out= +

SIS
-

f ? (sin %) dx
[

INE
S

<f continue en ZZE)

one‘tx Logx dx eé L —
o 2et ’ e
1 —1 n+ i
f (1 — x%e%y" dx (- 1)nu 1
° 3en
Jf et cos X dx \/E é 0
° 2t
®  dx 1 /=
—_— - /= 0
o (1 + x% 24 t
1
1
j x"f(x) dx J% si f(1)#0 1
[
T
3 / <§) .
j cos x sin” xf(x) dx 7 i
0 n 2

® x(1 - L
f etx( — Log x) dx
0
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Intégrale I, ou I(t) Equivalent en n = + o Valeur de ¢
out=+ o
@ 1 2
J efthogx dx — il l
0 e t e
j sin x x* dx n_z &Lloen T
o t
1 x" e |m
¢ ———dx — | 1
L 1+ X2 2"\ 2n
+ o 2 '3
[ 2/ 1
[ \/Z
® t L t+l
I(¢+1) =J‘ e % 0BT dx J2nt e 1
0 qui avec I[(t + 1) = tI(t)
permet de retrouver la formule
de Stirling.

Meéthode de Péquation fonctionnelle ou différentielle

On cherche alors un développement formel, par
la méthode des coefficients indéterminés vérifiant les
mémes conditions initiales que I(¢). Il peut arriver
aussi (rarement) que l'on sache expliciter les
solutions de cette équation : I(t) est alors calculée !

Exemple 1: Soit a déterminer un développement
limité en O de

t
I = e‘”J ¢ dx.

0
On vérifie
I'(®) =1 — 2¢1(p).

I est donc solution de I’équation différentielie
y +2ty=1

et vérifie 1(0) = O et est impaire
N
1) = Y dgpeat™* ! + 0™
0

La méthode des coefficients indéterminés donne
4"n!
@Qn + I
La méme méthode avec le changement T = 1/¢
permet d’avoir un développement asymptotique au
voisinage de plus Pinfini.
On traite de la méme maniére I'exemple :

t
1(0) = e_ZtZJ & dx.

0o

Aypry = (— 1)

La méme méthode, permet un développement de
la fonction de Airy

1(» ——I—Jm cos(tx +x—3>dx
_\/;: . 3 .

On consultera avec profit C. Georaes, Exercices et
problémes d'intégration, page 158 (Gauthiers-

. Villars, 1980).

Exemple 2: 11 est classique que, I(f) étant
Pintégrale de Wallis

10) = J ? (sin %) dx,
0]

on a, en montrant qu’elle est de période 1 et a une
limite & Vinfini,

te— @+ DIOIE+ 1) = g
Puis ¢ + I(t) étant décroissante
T
It + 1)) € ——— < (I(®)*
(U + 1) < 507 < A
et donc
T n T
LS FA RSN ~ .
2(t+1)< ® <2t et I(t)+oo %

On peut bien siir utiliser cette méthode pour

¢

'@ = J x'TleT* dx
car

T+ 1) =t.T@). VieR*;

+ o
et aussi pour 1(t) = J‘ e XTI dx et

10) = jm L iy
v

1
’ o :0
tai=2’

solution de

y

qu'on peut résoudre au moyen de fonctions
usuelles.
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Méthode de Péquivalent.

L’idée consiste a4 remplacer la fonction sous le
signe somme, par son équivalent au voisinage du
point litigieux (indétermination, accumulation de
masse, ou de non limite uniforme) en modifiant au
besoin les bornes, si I'intégrale de 1’équivalent avec
les bornes initiales ne converge pas, et de majorer la
différence, au besoin en scindant, pour justifier la
comparaison.

Exemple 1: Pour trouver un équivalent en 0 de

£ &
I(t) = o (]
® J;z Arcsin x x

on remarque que

X

e 1
X

~
0

Arc sin x

t31
J —dx = Log
2 X

puis que, pour t suffisamment petit,

£ x 1
J (iaz =5)e
2 \Arcsinx  x

t3
f (1 + Iy 0(x)> dx
o 3

< 2|t* — t* = o|Log ||

et

t3
el = Log|t]

[I(®) — Log |¢]| =

donc
1(®) ~ Log 1.
Exemple 2 : Pour montrer que cette méthode ne
marche pas toujours, sans modifications initiales,

reprenons I'exemple 2 de la méthode « Changement
de variable ».

+t
Si I(t) = J était équiva-
-t J(A + xH(? - x?H)

lent en zéro a

* 1 1 2./2
Jo=1| . dx =
® - 21+ ) St —x * NI

la limite en zéro de I(t) serait 2\/5 et nonm:

1 1 1
<\/2t(1 + %) \/t - x *=t \/(1 + xH(t? — x2)>.

Par contre aprés un changement de variable

+1 dx
1) =f
-1 /1 =X /1 + X2
~ 2{1 dX
0 /1 —X2 /1 +2X?
et
1 1 1

JI-X 110 1-x

et

1) — 7] = 2

Ll Sl 1—x2 [\/1 +1z2x2 h l}dxl

12X? 2t%n

o J1-X2 /t+Xx2 2

Exemple 3 : Equivalent en t = 1 de

= o(t).

1
1) = J dx :
o /x(1 — x)(1 — 2x)
On remarque que

1 1
Jx(1 = x)(1 — %) =1 N

dont le calcul d’une primitive est possible par le
X2 -1
X2 -

changement de variable x = qui donne

_ Jl dx
07 ) a—»a =

*® 2dX 1 1+t
I =
1

X2 —2 ¢ 1—1¢
et
! J1—x
I() —J = d
o =301 L\/;(1+\/§)mx
1 dx
<Joﬁ,/1—t2x
<fld—x—ﬂ:—o(J(t))
0\/;4/1—-)6
et donc

1() ~ — Log(1 — 0.

On peut aussi remarquer que
1 1

S + 0 — ) - (1 — x)/x

et majorer la différence

1+ ./t
I(¥) — Log( )
1 -/t
f I 1—-(1-9 dx
- (t)—fo (1 - x)/x

puis remarquer que

1+
Log—i\—/: ~ —Log(l - 1).

1—/r

Exemple 4: L’exemple 6 de la méthode de
scission peut se traiter aussi en remarquant que,
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ent =20,
cos 2nxt 1
xLogx xLogx

et on considére

1
T dx
””=J;;ﬂg;
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J(t) = Log

1 . A
Log ;l — LogLog?2 ot LogLogt.”

il suffit de majorer la différence 1(t) — J(¢) (ce qui
est laissé au soin du lecteur) pour retrouver le
résultat déja établi.

On peut établir, par cette méthode, les exemples
ci-dessous :

I(t)oul, I(®) ouJ, Borrlxie;i goigugoint
[ [ s :
n cos x sin” xf (x) dx ncos x sin” xf{ — | dx =
) 0 2 2
1 1
J nx"f(x) dx f n"f(1)dx si f(1) # 0. 1
0 0
Si f est C,
fO) = Q)+ (x— Q)

donne un développement limité de I,

(-1

+
2

)+ o(x — 1)?

o ~/cos? 6 + b?sin 20

1 yn 4 1 yn—1 0
1+ x T i H#0 I
f01+x,f(x)x J‘01+x"f()x31 f@) #
Y rd L iydx s f) £0
si
Lsz,f(x) x Ll+x2"f() ) # !
n x n _ @ _ _
f(l——)x“dx j e *x'"1dx n=+ 0
0 n 0
[ 3,-nx @
f S J X dx =0
o J1 + x* 0
ou par changement de variable :
X =nx
0 1 3 -X 1 0 _
1 Xe & | x%eXax n= o
o I X4 nJo
1+ poy
+w o +w X
—x 1 _ydX j e
ne ~ dx = X - —dX X =1
J'l 1 X 1 X
1 Logt
mag(l,t) = r - () ~ %8 (remplacer sin 6 par 6) 06=0
2 02 dx 21(r) t

(formule asymptotique des nombres pre-

miers)

n
mag (1, ) ~ 2 Logt
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Je n’ai pas évoqué des méthodes dépassant
souvent le programme de Mathématiques spéciales
pour établir des développements asymptotiques de
fonctions définies par des intégrales: le lecteur
intéréssé pourra se reporter au remarquable livre de
C. Georce déja cité ou en plus des méthodes
évoquées ici on fait appel aux théoremes de la
convergence dominée et de Lebesgue.

Comme annoncé, je ne détaille pas les méthodes
pour les séries, dont le terme général dépend d’un
parameétre ¢ il suffit ou bien d’utiliser les mémes
méthodes en remplacant le signe intégral par le
signe sigma, ou de se ramener & une intégrale par
I'intermédiaire de la fonction associée. D’ailleurs
lorsque le terme général de la série est défint au
moyen d’une intégrale, les méthodes précédentes
permettent par équivalence, lorsque ce terme est
positif, d’en établir la nature.

Donnons seulement des exemples, ou Iutilisation
des séries permet par contre d’obtenir des
équivalents pour les intégrales, et un exemple
d’é¢quivalent de la somme d’une série, dépendant
d’un paramétre, établi uniquement dans le langage
des séries.

Exemple 1 : Lutilisation d’'un développement en
série va permettre d’obtenir un équivalent pour une
intégrale en utilisant le théoréme classique bien
connu (par exemple voir [3], p.262): soit b, une
suite & valeurs dans R* , telle que (£b,) diverge et
(Zb,x") ait pour rayon 1, alors, si a, est une suite de

réels telle que lim? =1,

n

i 52) ()

dx i
JU=x3)(1 — 2x?)

1
Considérons I(t) = J
0
telo, 1], vxe]0, 1],

1 o1/
N b
J1 —t3x? +n§12<2+>
1 tz" 2n

Comme cette série converge uniformément en x
sur [0, 1],

J‘1 dx _jl dx
o JU—x)(1-12x3)  Jo J1-x?
+wl 1

1 t2n 1 x2n -
o ren—1) | S dx
<2+" )fﬁ' *
Or
T

sin”udu=W,, ~ [—

1 x2n %
(]
0o ./1—x? 0 4n

et W,, est une intégrale de Wallis

1x3x5...x2n—-1n
W,, = T,
2n 2x4x6...x2n 2
Or
1/1 1 W,
-+ 1)... {2 -1 "
2<2+> <2+" >n!
2! W,, 1

T 2mi@n + 1) Way, | 21

D’aprés le théoréme cité :

R L L
et donc
flvd—x——— o~ og — 9.
0 \/(T— (1 - 2xY) =1- 2

Exemple 2 : Traitons maintenant un exemple
spécifique aux séries, ot I'on se raméne au probléme
«intégrale » par lutilisation du théore¢me de
Riemann de comparaison de séries et d’intégrales
(voir une autre méthode, plus particuliere : Algebre
et Analyse, exercices corrigés Jacques Vauthier,
édition Eska 1985, p. 123).

Soit & déterminer un équivalent en 1 — 0 de

+ nt"

=27

n=1

tll
Pour 0 <t < 1, étudions g,(u) = 1“ o
) ulogt — M8 4 1 .
Uu) =
&: a =

est négatif pour tout u de ¥,
D’aprés le théoréme de comparaison de série et
d’intégrale, on a donc

t

n=

+ ntn + ut“ [
I(t)= P duzl(@t)— —
O=2 =7 Jl =g 10—
et donc

lim (1 — H2(@) = lim (1 - t)2j
- 1_ to1_ 1 1 -

+ o0 utu

du.

Par le changement de variable U =1 on a
_LogU

U=—->:>
Logt
g U L fu=1  =U=:
U =—
Ulogt|lu=+o0 =U=0
eyt 1 "LogU
—duy= - —— | —==dU
L - (Logt)ZJOI—U

et, comme (Log t)* > (1-1% on a
=

1

L
lim (l—t)ZI(t)=J _LogV
t51_

dU = K.
o 1-U
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Calculons K dont la convergence est immédiate

Pour essayer d’étre complet, citons le lemme

classique: f de R, dans R étant localement

LogU intéerabl . de plus linfini

=LogU + ULogU + intégrable, monotone au voisinage de plus linfini,
1-U w1 alors

+ U Logu + L 08U 4o
' °8 1-U lim h z f(nh) = j £(x) dx

UlogU , , hs+0 =0 0

U T—u étant borné sur )0, 1[ on a donc k>0

si cette derniére intégrale converge, ce qui donne

lim } U"U—M dU = 0. par exemple
n—++0 fgq 1 - +tw n 1
-3 —— ~ Log——
En intégrant par parties o1t e=1 1—1

1 Un+1 1
J U'LogUdU = [ Log U:I
0 n+1 0

1

ou le lemme plus particulier :

Y @e(m) =AM - J Ao’ (x) dx

— f ' urdu 1<nst
1 nt 1o avec
= eeC(l, + o[, ©)
n+1)
Par conséquent dont Tapplication donne aussi des résultats
. s intéressants.

'LogU dU _ i 1 __r Pour terminer, donnons a titre indicatif au
o 1 — T (n + 1)? 6 lecteur, en lui laissant le soin de détailler les calculs,
. quelques exemples caractéristiques, concernant les

Par suite vo , séries, soit qu’il s’agisse d’avoir un équivalent de la
Z nt o 1 n somme, soit la nature lorsque le terme’ général est
ol -1t — 1) 6 défini par une intégrale.

, Equivalent de la somme
Exemple Méthode ou du reste ou conclusion
& Comparaison série et intégrale
t/n — J—
%e =0 (notée SI) 2
© 1
Y—— s t=+4® S1 -
T+ n) ; t
haid 2 T o1
S rte™ ™, t=0% ST AP
S 2
® b3 1
Zt"z, t=1" ST y =
0 2 11—t
) <ot L
t =) r(mt* ~ —
) y 41—t
a
1
Zl, t=1* SI _
i t—1
to g Scinder le développement I
¥ s t= 4 o0 1 i -
o t+n de —at
t+n
Laplace,. récurrence, Diverge
(1 + x3) minorer
"o d .
u, = j ul 5 Minorer Diverge
14 x2
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Exemple Méthode Equivalent de la somme
ou du reste ou conclusion
(n+1)m sin
u, =(—1" J X Encadrer Diverge
nw X
1 (° .
=— (Log x)" dt Majorer Converge
nt ),
a#0, a#1, a>0
(e dx Changement de Converse
n = R /5 & x° variable 8
7 sin”
u, = J‘ il Laplace Converge
o N
j (sin x)" dx Laplace; récurrence Diverge
j dx Scission ou minorer Diverge
+
u, = j e *(sin x)?" dx Laplace ou Chasles Diverge
[}
f e”*sin?" x dx
u, =22
" 1—e"

Enfin le lecteur pourra étre tenté d’appliquer ce
qui précéde a la question d’oral de Centrale Lyon
1985.

e Si on pose

r(n) = Card {(x, y) e N2, x? + y* = n}

déterminer un équivalent de

©

f@ = rmr

pour ¢ tend vers 1 — 0.
Réponse :

2 ® dx 2
f@ =) ( . T Log: t)
(o

2
2 —Logt> ~4(1—f)'

Le premier €quivalent s’obtenant par le théoréme
de Riemann de comparaison d’une série et d’une
intégrale — théoréme valable, méme si la fonction
satisfaisant aux hypotheéses, dépend d’un parametre.

Cette question est susceptible de nombreux
prolongements en particulier avec

— les nombres premiers dans Z(i),

— les séries de Lambert par

0 +

Yrmet= 3 (= 1!

t2n—1

1_ tzn—1'

— Programme du calcul visualisé (en BASIC) du
p.g.c.d. dans Z(i),

— les fonctions elliptiques,

— programme de calcul BASIC de r(n)!!

— Téquation de Pythagore x2 + y? = z2.

Drailleurs on peut démontrer que
() = [di(n) — d3(n)]

ou d;(n) représente le nombre des diviseurs de n de
la forme 4k + i. D’ailleurs plus précisément si n est
de la forme :

n=20 ] ¢ [] w®
teT uelU
1)q:>

Ufresp. T) ensemble des diviseurs premiers de n de
la forme 4k + [ (respectivement 4k + 3).

r) = [T (1 + s(w) I <

ueU teT
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6. — Soit E = R[X]et feL(E): P — (1 + X?)P” — 2XP’; existe-t-il, pour ne N fixé, h € L(E) tel

que £" = f?

p
Cherchons d’abord les éléments propres de f; P =) g, X* vérifie f(P) = AP si
4]

(Vk<p-2),
avec
a, 4 =0 et

On met ainst en évidence un polynéme P, (avec a, =

(k+ Dk + Dag,, + kk — 1) — 2k — Wa, = 0

A= pp —3).

1) de degré p, qui est pair ou impair selon les parité

de p. La famille (P,),. constitue une base de E; les valeurs propres %, obtenues sont toutes > 0, sauf

pourp=letp=2 (s =h, = —2).

On obtient alors, pour tout n > 1, un he L(E) tel que k" = f en définissant k sur la base (P,):

epour p# 1letp#2: h(P,)=YrP,;

e pour p =1 et p =2, la restriction de f a Vect (P,, P,) est une similitude de matrice

COS T
2| .
sinn

—sinT
CoS T

(dans la base P,, P,), on prendra pour h l'application de matrice

T
COos —

o

sin —
n

dont la puissance n™ est la matrice précédente.

Trés bonne solution de X. SIEFRIDT.

'Log (x? — 2xcosa + 1)

16. Etudier f(a) = f

) X

.,
— Sm —
n

Cos —
n

D. Lucon.

dx, sachant que

a a 1
f<5>+ f(ﬂ —i> =£f(a)-




