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Composantes connexes de I’ensemble des solutions
d’une équation algébrique dans L, (E)

par L. G. Vipiani, professeur en classe de Mathématiques spéciales au lycée Carnot de Dijon

E étant un espace vectoriel de dimension n = 1
sur C, et A;,X;,...,A,, p nombres complexes
donnés, distincts deux a deux, considérons le
polynoémes P de C(X) défini par

14
PX)=J] X =n)™
j=1
ou m;e N* et

ml+m2+"'+mm=m=dOP

qu'on peut méme grice au théoréme de Cayley, et

puisque u — Ae est inversible si A n’appartient pas
au spectre de u, supposer inférieur ou égal a n.

Lensemble S des solutions dans L, (E) de
I’équation algébrique P(u) = 0 est constitué des
endomorphismes u dont le polyndme minimal p, est
de la forme

w(X) = [T X =)
i=1

avecr;eN, r<my, l<ry+r,+ - +r,<m
(ce qui donne C7,,, — 1 possibilités pour p, d’apres
la théorie des combinaisons avec répétition) et dont
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la matrice U, sur une base donnée (e, e;, ..., ¢e,)
de E, est semblable a une réduite de Jordan de la
forme :

s;\\
ar ~hy
t,
avec
o eN, oy + -+ o, =1

Le polynéme caractéristique PC,(X) de u et de U
est
PC,(X) =

14
[T (=X + 2)% = det (+ U — XI)
i=1

et les & appartiennent & {0; 1}, et pour chaque j, la
chaine la plus longue de & successifs égaux a 1 étant
de cardinal r;.

Considérons une solution U,, appartenant a
M, (C) de I’équation P\X) = 0, dont le polynéme
caractéristique est

r
H - X + 1)

et montrons qu’il existe dans M,(C), muni d’une
norme usuelle, un voisinage de U, ou toutes les
solutions U ont le méme polynéme caractéristique.
Plus précisément, par analogic au théoréme de
Bloch, nous allons montrer qu’il existe un rayon
minimal r(U,), de boule ouverte de centre Uy, telle
que tous les éléments de B,(U,,r) NS aient le
méme polyndme caractéristique que U, et donc
peuvent étre connectés par arc & Ug.

Soit en effet une autre solution U de polyndme
caractéristique

PC(X) = ﬁ (— X + )%

Or d’aprés le lemme préparatoire au théoréme de
Lucas-Gauss on a, pour tout X de

C—{hyso )
PC,(X) &
C,X)  SX—h

et
PC (X) L4
PC,(X) Z — X

ji= 1

et si X; ... X, sont distincts deux a deux dans

C — {A; ... A}, alors a;, et B; sont les solutions
d’un systéme cramérien a déterminant de Cauchy
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1
‘m On a alors
1 PC, (X)) 1
X, — A PCuO(XJ X, =2,
1 PC, (X,) 1
X, =& PC (X)) X,—1,
o, =

i~ 1
det{——
(x5

Pour réaliser |o; — B;| < 1, ce qui impliquera,
compte tenu de ce que o; et B; sont entiers, que
o; = B;, il suffit de réaliser

(A{] + |AS] + - +|A]D
PC, (X)) PC(X) !
Max |t~ — 2 det|{ ——
#lpe, ) T PC,e| X — 1
. 1
ou A/ représente le cofacteur de ———— dans

Xi— A
1 .
det <ﬁ> Pour j fixé les AJ ne sont pas tous

1
nuls, puisque det <§l_—x> est non nul.

J
Pour que |o; — Bl < 1, Vie{L,2, ..., p}, cest-
a-dire pour que U et U, solutions de P(X) =0
aient le méme polyndme caractéristique, il suffit que

1
3 det <—_Xi — Xj>

p Max |A]|
LJ

PC, X))
PC, (K)

PC.(X)
PCu(Xz)

Max (
13

ce qui, a cause de la continuit¢ du polynoéme
caractéristique d’une matrice, par rapport aux
coefficients de cette matrice (voir par exemple
Agrégation 1977, ou plus généralement la premiére
conséquence du théoréme de Rouché) démontre
Pexistence d’une boule ouverte, dans M,(C), de
centre U, et de rayon r(U,) telle que toutes les
solutions U de P(X) = 0 qui sont dans cette boule
aient le méme polyndme caractéristique que U, .

On aurait pu trouver ce résultat en utilisant La

théorie des fonctions holomorphes : y; étant uite
courbe de classe C,, fermée d’intérieur simplement
connexe, contenant le point d’affixe A;, mais ainsi
que y,, pas les autres points A, alors on sait que

j (PC' (@ PC;(Z)> &
PCy,(2)

PC,(2)
et I'intégrale considérée, étant en fait une intégrale
ordinaire, le théoréme de continuité de PC,, par
rapport 4 u aurait donné la méme conclusion que
précédemment, mais avec une majoration moins
précise.

On en déduit qu’on a une partition de S en ouverts :
les composantes connexes de S sont les sous-
ensembles de solutions de méme polynome caractéris-
tique.

Le fait que S est d’intéricur vide résulte de
I’emploi du théoréme des fonctions implicites mais

fo; — Byl =~ o

<
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nous pouvons le démontrer, ici, directement, en
montrant que dans tout voisinage V d’un
endomorphisme u, il existe un endomorphisme u, tel
que PC, soit distinct de PC, .

En effet, soit P(X) un polynéme de degré n, et u
un endomorphisme tel que

PC,(X) = P(X).

D’aprés le théoréme de décomposition cyclique
(voir par exemple [5]), il existc une base
B = (e ...e,) de E telle que

CIry)
Mat (u, B) = e
k.

ou C(g) est la matrice compagnons de g: si

g=X" +a,_ X'+ - +4,X+4q

alors

0, 0 —do

C( 1\\‘\ — 0
g) = \\\\\0 :

0 - a,_
avec, pour tout i, II; divise II;;,,
I1,I1, ... IT, = PC, et II, est le polyndme minimal
de u.

Considérons alors u, défini par

A,
Mat (u, %) = < C(IL,)
0

0
C(IL)

ou, si
0, — do
N '
| SN :
cI) = AN | ’
“ '
~ ~ 1
N N !
0 10 —a,,
0, —a, — ¢
10~ —a
Ae = \\ N 11
~ ~ 1
AN |
~ ~ ]
0 1 0 —a,,

Le polyndéme caractéristique de u, est

I, ... IL(XP+a,_, X?" '+ +a,X+a + &)

il est donc différent de
PC, =M, ... TL(X? + a,_ X" > + -+ + ap).

Par conséquent, comme annoncé, pour tout
voisinage V de u dans M, (C), il existe u, de V tel
que PC, soit distinct de PC,. L’ensemble des

matrices de polynéme caractéristique P donné, n’est
donc pas un ouvert et S est bien d'intérieur vide.

On peut établir la connexion par arc des
composants connexes de S, en remarquant que
puisque

P(o™'Ug0) = ¢~ 'P(Ug)e

toute matrice semblable a4 une solution est solution
et établir une connexion par arc entre la réduite de
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Jordan initialement donnée et la matrice diagonale
DMDG; ... s Az oii Ry Ay oiiRy),  en

2 %Ay [
remplagant tous les sf par s’jt, comme r; < m; toute
matrice du chemin est bien dans S.

Il n’y a de solutions isolées que s’il y a des m;

égaux a 1, alors la solution A1, est isolée puisque si

U=27]l, +H comme H et I, commutent
P(U) = P(A\1) + HP'(A)) + Ho(H)

et, comme m; = 1, P'(A)I, + o(H) est réguliére
pour |H| suffisamment petite.

En conclusion, les composantes connexes de S sont
les ensembles de solutions de P(X) = 0, ayant méme
polyndme caractéristique : ces composantes connexes
sont d’intérieur vide et connexes par arc. Les A,
avec P'(L)) # 0 sont isolées.

Il semble que ces composantes connexes, aient
une frontiére présentant certaines analogies avec les
fractals : ceci demanderait a étre approfondi par
une étude plus poussée.

Les propriétés établies semblent jouer un réle en
théorie de la stabilité (théoréme de Liapounov). Les
résultats trouvés ne se généralisent pas, a des
équations a coefficients matriciels : S pourrait étre
vide, comme le montre I'exemple de X* = M avec
M singuliére.
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