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X, Y)

~avec Ry, Ry e O(X, Y),

La revue de Mathemathues et de Sciences Physiques n° 3 du
mois de Novembre 1975 rappelle les régles de BrocuHe qui
permettent de prévoir un changement de variable, plus avantageux

que celut déﬁni sur ]~——|—2kr —g——}—an], dans les

intégrales R(cos %, sin x) dx, ot R(X,Y) est une fraction

rationnelle en X et Y & coefficients réels ou complexes, mais
n’en propose aucune démonstration, en voici. quelques-unes.

PrELIMINAIRES. — Soit P un polynéme de C[X, Y]. Nous
poserons P(X, Y) = Z a;; XY/ le support des o;; étant fini et
&Jj
B(X,Y) = 2 o, XiYi = P(Y, X).
LJ
Lemme 1 : Tl existe deux polyndmes P; et P, de G(X, Y)

tels que
P(X,Y) = Py(X, Y2) + YP,(X, Y?).

En effet P(X, Y) = 2 oty 2p X P4 Yy %, 2p41 X (Y2)P.

LD
Corollaire 1 : Il existe deux polynomes P, et P,, de G(X, Y),
tels que .
BX,Y) = Py(X, Y2) + YB,(X, Y¥),
donc deux polyndémes P, et P, tels que
P(X, Y) = Py(X2, Y) + XP,(X2, Y)

(car PP estun homomorphisme de Palgébre C[X, Y]).

P(X, Y)
QX Y)’
corps des fractions rationnelles 4 deux indéterminées
a coefﬁments complexes, peut s’écrire R (X, Y2) + YR,(X, Y?)
en effet, d’aprés le théoréme 1, il existe

Lemme 2 : Tout élément R(X, Y) = élément de

des polynémes Py, P,, Q,, Q, de C(X,Y), tels que -
R(X,Y) = 23X Y + YR,(X, V2 (P + YP,)(Q, ~ YQ,) |
Q(X,Y?) + YQ>(X Y3 Qg+ YQ,)(Q—YQ,)
_PQ; - VRO, Y(BQ, ~P0,)
i YRQ3 QI —YQ3
= Ry(X, Y2) + YR, (X, Y?2),
avec des notations évidentes pour condenser et puisque
QX ¥ — YQ,(X, v3) -
= QX (= Y)) + (= V)Q,(X, (— Y)?) #0.
Corollajre 2 : il existe deux fractions rationnelles de C(X, Y)
telles que
z < ———
R(X,Y) =R(X,Y) = R;(X, Y2) + YRy(X, Y?)

= R,(X2,Y) + XR, (X2, Y)

En conséquence aprés avoir remarqué que sin? x = 1 — cos? x
et posé cos? x = 1 — sin® x,

@ : x —> R {cos x, sin x),

il existe des fractions rationnelles de CG(X)r, avec i=1,2, 3,4,
telles que
(forme 1)
o(x) = Ry (cosx, 1 — cos?x) + sinx R, {cosx, 1 — cos? x)

= ry (cos x) -+ sin xry (cos x),
(forme 2)
o(x) = R,(1 — sin® x, sin x) + cos x Ry(1 — sin? x, sin )

= ry (sin x) + cos x 7, (sin x).

Lemme 3 : Pour tout polynome P de C(X,Y) il existe deux
fractions rationnelles p, et p, de C(X) telles que

P (cos x, sin x) = p; (tg &) + cos x p, (tg x),

, v i Y\
rog < S = B ()
J

iJ
Y\ 2pi , . Y\ 2pti-i
= 2 %y, 2p—i (X2)r <§> + X? &, 2p+1*i(X )P <§>
P

en effet

iL P

1

——, ona
1 4 tg? x

et comme cos? x =

P (cos x,sinx) = 2 o op—; (1——L~1t—g2-;>‘n (tg x)2r

i P
1 p i
-+ cos x Z 0 2pei—i (m> (tg x)2p+1
P
= p, (tg x) -+ cos x p, (tg x).

Lemme 4 : Pour toute fraction rationnelle R de G(X, Y)

il existe deux éléments 7, et r) de G(X) telles que

R (cos x, sin x) = r} (tg x) + cos x 7y (tg %).

En effet, d’aprés le lemme 4 et avec des notations évidentes pour
condenser, on a
nx) Py A COSXpy gy — COSX Gy

P (cos x, sin x) _
91+C05x‘]z gy — COS X gy

R (cos x, sin x) =
\ ’ / Q_ (cos x, sin x)

_ Nt — cos® xP,q, 4 cos x Peqy — P14
1
2 _ L s SN
71 11 tg2x qs q1 i+ tgzxqz

= ] (tg x) - cos x 1} (tg x).
On a donc la forme 3.
? CONSEQUENCES.

Régle de Bioche n° 1. — Si o(x) dx est invariante par le rem-
placement de x par — x, alors le changement de variable




N, S

C =cosx est possible, en effet ofx)dr = ¢(— x) d(— #),
o(x) = — o(— x) et, d’aprés la forme 1,

o(x) = Mﬂ = 1, (cos x) sin »
et ‘ o(x) dv = — r, (cos x) dcos x.

Regle de Bioche n° 2. — Si o(x) dx est invariante par le rempla-
cement de x par m — x alors le changement de variable
S = sin & est possible, en effet, ¢(x) dx = o(m — x).d(w — %)
et o(x) = — o(m — x) et d’apres la forme 2 :

<p(x) _ oW A (= elm=a) 7, {sin x) cos x
2
et o(x) dv = 7, (sin x) d(sin) x.

Régle de Bioche n° 3. — Si ¢(x) dx est invariante par le rempla-
cement de x  par w4 x, alors le changement de variable
T = tg x est possible, en effet o(x)dx = o(m + x) d{m + x)
et o(x + w) = o(x) et d’aprés la forme 3

o(x) = N)ig(iﬂ = 1] tg (x),
o (tgx
o(x) dx = TLJng)x dig x,

d’olr la régle simple a retenir :

Si?(x) dx  est invariante par ume des iransformations x —> — x,
*—>®m — X, x>+ x, le changement de variable le plus adapté est
t = f(x), o f estcelle des fonctions x — cos x, x — sin x, x — tg X
qut reste invariante par la méme transformation.

Régle de Bioche n° 4. — Si ¢(x) dx est invariante par les deux
transformations x — — x et x —> 7w — x elle est invariante
par la troisitme x - w4+ x et le changement de variable
t == cos 2x est possible. En eflet, on a, avec des notations évidentes,
o) = — o(— x), donc e(x) = r, (cos x) sin x, et

oy, (cos? x)P 4 cos ¥ Doy, (cos? x)P
2By, (cos? x)P 4~ cos x 2By, (cos? x)P
_a (cos® x) 4 cos x b (cos? x)
"¢ (cos® x) fcos xd (cos? x)

a+ b cos x (
¢ + d? cos? x
= A cos? x4 cos x B (cos? x),

75 (COs x) =

¢ — d cos x)

avec a,b,¢ et de C[X] et A, BeC(X), or g(r — 2) = — o(x),

o(x) = 2(")_—_;(”_—_’“) — B (cos® #) cos ¥ sin %,

1 1 4 cos 2x
— —B ([ =—1———""1) d (cos 2x).
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o(x) dr =

‘remarque

Régle de Bioche n°® 5. — Si ¢(x) dx est invariante par les deux
transformaiions x — 7 —x et x —=x 4 m elle est invariante
par la troisitme x en — x et le changement de variable
t = cos 2x est possible; en effet, avec des notations évidentes,
o(x) = r, (cos x) sin x = [A (cos* x) + ¢os x B (cos? x)] sin x
et o(m + x) = o(x) entraine

ox) = %)i;i(lﬂ = B {cos? x) sin x cos x dx

et o%(x) dx est invariante par x — 7w — x.

Reégle de Bioche n° 6. — Si o(x) dx est invariante par les deux
transformations x - m — x et x-—>x 4+ m elle est invariante
par la troisitme x en — x et le changement de variable
t = cos 2x est possible, en eflet

—x:n—(n+x),

on peut d’ailleurs remplacer la démonstration de la regle 5 par la
n—x=nm-+ (—=x), dou le résultat suivant:

Si @(x) dx estinvariante par deux des transformations x —> — x,
x =7 —x, x> 7+ x, elle est invariante par la troisiéme et le
changement de variable ¢ = cos 2x est possible.

Enfin en remarquant que ch x = cos ix; sh x = — ¢ sin ix,
thx = — ¢ tg i, :

R (ch x, sh x) dx = R, (cos ix, sin ix) d (ix),

on déduit des reégles analogues qui permettent en recherchant
les changements de variable possibles pour Ry {(cos u, sin u) du
d’en déduire ceux pour R (ch x, sh x) dx.

Régle de Bioche n° 7. — Si F est une fonction numérique
définie sur une partic de R et de période Aam (A e R*), alors
puisque

S (x) :f(lArctg tg% -+ K)\TL'), Kez,

il existe une fonction F définie sur une partic de R telle que
fx)=F <tg—;i— ), alors dans Pintégrale f S (x) dx le change-

ment de variable ¢=tg % est possible puisque

A dig X
ff(x) dx = fF <tgi) o fFW) 17\|du2_
A 1+ tg“i U
A
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M. 234. Groupes d’ordre huit non cycliques.
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